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1. Introdução

Dado um espaço topológico X, diz-se que esse possui a propriedade do ponto fixo

(abreviadamente, p.p.f.) quando para todo função cont́ınua f : X → X existe x em X

com f(x) = x. O primeiro exemplo de espaço dessa natureza é o intervalo fechado [0, 1],

cuja p.p.f. é garantida através do Teorema do valor intermediário de B. Bolzano, de 1817.

Em 1909, L.E.J. Brouwer demonstrou a versão análoga para dimensões maiores, isto é,

para toda função cont́ınua f : Dn → Dn do disco fechado de dimensão n sobre si mesmo

existe x em Dn com f(x) = x. Posteriormente, S. Lefschetz deu sua contribuição no

desenvolvimento da Topologia Algébrica quando provou seu celebrado teorema de ponto

fixo (1921), uma generalização de longo alcance do Teorema de Brouwer. Pouco tempo

depois, 1927, J. Nielsen desenvolve uma teoria de ponto fixo um tanto mais sutil (hoje

conhecida como teoria de ponto fixo de Nielsen) e K. Borsuk responde a uma questão

colocada por S. Ulam, culminando no famoso Teorema de Borsuk-Ulam de 1931. Essas

teorias clássicas estão relacionadas entre si e possuem numerosas aplicações tais como

existência de múltiplas soluções em equações diferenciais, existência de um número infinito

de pontos cŕıticos de funcionais, soluções para problemas de equipartição na geometria

combinatória, etc. E novas relações com outros ramos da Matemática continuam lançando

luzes sobre esses temas clássicos.

Saber se um dado espaço topológico X possui a p.p.f. é uma questão fundamental em

topologia. No entanto, a p.p.f. não é uma propriedade bem comportada. Por exemplo,

se X e Y são variedades compactas, cada uma com a p.p.f., sabe-se (ver, por exemplo,

[22]) que X × Y não precisa possuir a p.p.f. (para uma descrição da teoria de ponto fixo

topológica até 1970, ver [9]).
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Nesse projeto de pesquisa, estudamos a propriedade do ponto fixo para a seguinte classe

de espaços topológicos: as variedades bandeira generalizadas. São espaços da forma:

FM(n1, . . . , nk) =
UF(n)

UF(n1)× · · · × UF(nk)
,

n1 + · · ·+ nk = n. Aqui, F denota R, C ou H, e

UF(n) =

 O(n) o grupo ortogonal de ordem n se F = R,
U(n) o grupo unitário de ordem n se F = C,
Sp(n) o grupo simplético de ordem n se F = H.

Essa famı́lia de espaços topológicos é uma generalização natural da famı́lia dos espaços

projetivos. Com respeito à p.p.f. para os espaços projetivos, a partir de ferramentas da

topologia algébrica, é conhecido que os espaços projetivos de dimensão par (sobre os reais

R, os complexos C ou os quatérnios H) possuem todos a propriedade do ponto fixo. Na

verdade, a prova é uma aplicação do Teorema de ponto fixo de Lefschetz: mostra-se que

o número de Lefschetz L(f) de qualquer auto-aplicação f sobre tais espaços é um número

diferente de zero e, assim, a conclusão é de que f tem ponto fixo. A técnica do uso do

número de Lefschetz é essencialmente a única ferramenta da topologia algébrica usada

para estabelecer a p.p.f. quando os objetos são variedades compactas.

Em [15], Glover e Homer obtiveram condições necessárias a fim de que FM(n1, . . . , nk)

tenha a propriedade do ponto fixo. São elas:

Teorema 1 ([15], Theorem 1). Se FM(n1, . . . , nk) possui a propriedade do ponto fixo

então n1, . . . , nk são todos distintos. Além disso, se F = R ou C, no máximo um deles é

ı́mpar.

O resultado de Glover e Homer dá origem a seguinte conjectura:

Conjectura:

a): Se n1, . . . , nk são todos distintos então HM(n1, . . . , nk) possui a propriedade do

ponto fixo.

b): Quando F = R ou C, se n1, . . . , nk são todos distintos e no máximo um deles é

ı́mpar então FM(n1, . . . , nk) possui a propriedade do ponto fixo.

Abaixo, listamos os casos já resolvidos na literatura.

(1) Espaços projetivos: FP n = FM(1, n) (aplicação clássica do teorema de Lefschetz).

(2) Se n2 e n3 são números pares, positivos, distintos e n3 ≥ 2n2
2−1 então C(1, n2, n3)

possui a p.p.f. ([15]).

(3) Se 1, n2 e n3 são inteiros positivos distintos e n3 ≥ 2n2
2−1 então H(1, n2, n3) possui

a p.p.f. ([15]).

(4) Se n2 < n3 são inteiros pares maiores do que 1 e n2 ≤ 6 ou n3 ≥ n2
2 − 2n2 − 2,

então RM(1, n2, n3) possui a p.p.f. ([15]).
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(5) Se n1, n2, n3 são inteiros positivos tais que no máximo um deles é ı́mpar e, além

disso, n1 ≤ 3, n3 ≥ n2
2 − 1 e [n1/2] < [n2/2] < [n3/2], então RM(n1, n2, n3) possui

a p.p.f. ([15]).

(6) Se F = C ou H então FM(2, q) possui a p.p.f. para todo q > 2 ([31]).

(7) R(2, q) possui a p.p.f. para todo q = 4k e q = 4k + 1, k = 1, 2, 3, . . . ([31]).

(8) Para p ≤ 3 e q > p ou p > 3 e q ≥ 2p2 − p − 1, CM(p, q) possui a p.p.f. se, e

somente se, pq é par ([13]).

(9) Para p ≤ 3 e q > p ou p > 3 e q ≥ 2p2 − p − 1, HM(p, q) sempre possui a p.p.f.

([13]).

A técnica básica usada na demonstração dos resultados listados acima é o cálculo do

número de Lefschetz de uma auto-aplicação de um tal espaço. Veja que quando nos

focamos no caso F(p, q) estamos nos especializando no estudo da p.p.f para as variedades

grassmannianas uma vez que F(p, q) é identificado com a grassmanniana

GF(p, q) = {V | V é subespaço vetorial de Fp+q de dimFV = p}.

O estudo das variedades de Grassmann possui longa história. A topologia das variedades

de Grassmann é bem entendida. No entanto, é interessante notar que a classificação dos

espaços dessa classe que possuem a p.p.f. ainda não está totalmente estabelecida. No

caso espećıfico das grassmannianas complexas, temos o seguinte.

Denotemos a variedade grassmanniana complexa GC(k, n) simplesmente por G(k, n).

Seja γk o k-fibrado vetorial canônico sobre G(k, n), definido por

{(V, x) ∈ G(k, n)× Cn+k | x ∈ V } → G(k, n)

(V, x) 7→ V.

Se

ch(γk) = 1 + c1 + . . .+ ck, ci ∈ H2i(G(k, n);Q)

denota a classe total de Chern de γk então, de [5] e [19], sabemos que a cohomologia de

G(k, n) é dada por

H∗(G(k, n);Q) = Q[c1, . . . , ck]/Ik,n,

onde Ik,n é o ideal gerado pelos elementos (c−1)n+1, . . . , (c
−1)n+k. A notação (c−1)j refere-

se a parte da soma formal do inverso de c em dimensão 2j. Assim, c1 é o único gerador

em dimensão 2. Consequentemente, dada uma função cont́ınua f : G(k, n) → G(k, n),

f ∗(c1) = mc1 para algum coeficiente m. De [31] e [13], temos o seguinte.

Teorema 2 ([31], [13]). Sejam k ≤ 3 e n > k ou k > 3 e n ≥ 2k2 − k − 1. Então,

todo endomorfismo de anel graduado de H∗(G(k, n);Q) é um endomorfismo de Adams.
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Consequentemente, com essas hipótese sobre k e n, se f : G(k, n)→ G(k, n) é uma função

cont́ınua com f ∗(c1) = mc1 então f ∗(ci) = mici, i = 1, . . . , k.

Recordamos que um endomorfismo ϕ de H∗(G(k, n);Q) é chamado endomorfismo de

Adams quando existe um coeficiente λ tal que ϕ(x) = λix para todo x ∈ H2i(G(k, n);Q),

i = 1, 2, . . .. O coeficiente λ é chamado de grau do endomorfismo ϕ.

Quando a ferramenta usada para o estudo da p.p.f. do espaço X é o número de Lefs-

chetz, é de fundamental importância conhecermos sua cohomologia e os endomorfismos de

anel graduado de H∗(X). No caso das grassmannianas complexas, apesar de termos uma

total descrição de sua cohomologia, a classificação dos endomorfismos de anel graduado

de H∗(G(k, n);Q) está ainda parcialmente estabelecida na literatura. Além do Teorema

2, sabe-se o seguinte.

Teorema 3 ([19], Theorem 1.1). Seja k < n e h um endomorfismo de anel graduado de

H∗(G(k, n);Q) com h(c1) = mc1, m 6= 0. Então h é um endomorfismo de Adams.

Se k < n e h é um endomorfismo de anel graduado de H∗(G(k, n);Q) com h(c1) = 0,

ainda não se conhece uma descrição de h. A conjectura é que, nesse caso, h deve satisfazer

h(ci) = 0, i = 2, . . . , k. Se alguém for capaz de provar tal conjectura, o problema de

determinar a propriedade do ponto fixo para as grassmannianas complexas fica totalmente

resolvido, visto que:

Proposição 1. Um endomorfismo de Adams de H∗(G(k, n);Q) possui número de Lefs-

chetz igual a zero se, e somente se, seu grau é −1 e kn é ı́mpar.

Segundo [9], a propriedade do ponto fixo de espaços homogêneos é equivalente a um

problema do tipo Borsuk-Ulam, como segue. Seja G um grupo de Lie conexo e compacto

e K um subgrupo fechado de G. Denote por G/K o espaço das classes laterais à esquerda

{gK}. O subgrupo K age livremente sobre G via k · g = gk−1 e K age sobre M = G/K

via k ∗ (gK) = kgK. Para toda auto-aplicação f : M →M , a função cont́ınua associada

ϕf : G→M dada por ϕf (g) = g−1f(gK) é uma função K-equivariante com respeito às K-

ações sobre G e sobre M descritas acima. Analogamente, toda K-função ϕ : G→M gera

uma auto-aplicação fϕ : M →M definida por fϕ(gK) = gϕ(g). Além disso, f(gK) = gK

se, e somente se, ϕf (gK) = eK, onde e ∈ G é o elemento identidade. Assim, M possui

a propriedade do ponto fixo se, e somente se, ϕ−1({eK}) 6= ∅ para toda K-aplicação

ϕ : G→M .

Recordemos que o Teorema de Borsuk-Ulam clássico afirma que para toda função

cont́ınua f : Sn → Rn da esfera de dimensão n no espaço euclidiano de dimensão n,

existe um ponto z ∈ Sn tal que f(z) = f(−z), onde −z é o ponto antipodal a z. Esse re-

sultado é equivalente à não existência de uma função Z2-equivariante ϕ : Sn → Rn−{0}.
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Desde então, muitos problemas do tipo Borsuk-Ulam são provados através do estabeleci-

mento de não existência de funções G-equivariantes. Na década de 1950, C. Yang usou

teoria de ı́ndice cohomológico numérico para estabelecer resultados de não existência de

aplicações equivariantes. Posteriormente, Connor-Floyd, Krasnoseski, Fadell-Husseini ge-

neralizaram tal teoria de ı́ndice com aplicações em teoria de pontos cŕıticos e em análise

não linear. Em 1988, Fadell e Husseini [12] introduziram um ideal-valued index IndGX

para um G-espaço X, o qual se encontra no anel de cohomologia H∗(BG) do espaço

classificante BG de G. Em particular, eles mostraram que se existe uma G-aplicação

ϕ : X → Y entre dois G-espaços então IndGY ⊆ IndGX. Essa teoria tem se mostrado

bastante útil em resultados recentes com respeito à problemas do tipo Borsuk-Ulam.

Assim, traduzido o problema da propriedade do ponto fixo de um espaço homogêneo

G/K para um problema de não existência de aplicação equivariante, a proposta desse

projeto de pesquisa é a de investigar a questão do ponto fixo para as variedades bandeira

a partir dessa perspectiva. A ferramenta para tal será a teoria de ı́ndice de valor ideal de

Fadell e Husseini.

Embora a teoria de ideal-valued index seja uma ferramenta poderosa, o cálculo do ideal-

valued index de um G-espaço X é dif́ıcil e foi calculado apenas para algumas classes de

espaços (ver, por exemplo [3, 23, 25]).
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[28] Tháıs F. M. Monis and Stanis law Spież, Lefschetz coincidence class for several maps, J. Fixed Point

Theory Appl. 18 (2016), no.1, 61–76.
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