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Introducao

A Teoria dos Conjuntos é essencialmente um estudo de nimeros transfinitos (ou
infinitos), mas também é uma andlise da nogao de conjunto.

Georg Cantor (1845-1918) desenvolve praticamente toda a teoria dos conjuntos, che-
gando ao conceito de nimero transfinito, incluindo aqui as classes de niimeros cardinais
e de numeros ordinais e estabelecendo a diferenca entre essas duas classes.

A Teoria dos Conjuntos (TC) desenvolve na Matemética dois papéis:

1. E uma teoria matematica propriamente dita, com objetos de estudo proprios, a
saber, os conjuntos e os nimeros transfinitos. Em particular, a TC explicita e

refina a nossa noc¢ao do conceito de infinito.

2. Ela é um fundamento da matemética no sentido de que todos os objetos ma-
tematicos (numeros, estruturas, espagos...) podem ser definidos em termos de
conjuntos e, portanto, as suas teorias (aritmética, algebra, etc) podem ser redu-

zidas & TC.

Como um exemplo do item 2, mostraremos nesse curso como desenvolver toda a

aritmética dos niimeros naturais, inteiros, racionais e reais dentro da TC.

H4 dois modos de se desenvolver a TC:

1. Ingenuamente, como uma teoria mateméatica qualquer, sem explicitar o conceito

logico em que ela é desenvolvida;

2. Axiomaticamente, no contexto de uma teoria formal explicitamente dada, isto é,

pondo as claras o contexto logico em que a teoria é desenvolvida.

Vamos aqui tratar a TC por essas duas verdades, ingénua e axiomaticamente....



Boa jornada!



Capitulo 1

O que é um niimero?

Comegamos esse curso com a seguinte questao:
- O que é um namero?
Uma resposta possivel: um nimero é uma medida de quantidade. Um ntmero diz

quantos objetos existem numa certa colegao de objetos.

Considere o exemplo de uma cole¢ao com dois pares de sapato. Quantos objetos
ela tem?

Ora, depende do que consideramos como objeto, isto ¢, como unidades. Se a unidade
¢é par de sapatos, essa cole¢ao possui 2 pares. Se a unidade é sapato, essa cole¢ao possui

4 sapatos.

Talvez possamos dar uma melhor resposta para a pergunta “o que é um ntimero”.

Numeros dizem quantas unidades uma colecao contém, fixada a unidade.

Tradicionalmente (desde Platao, pelo menos), um ntimero é uma cole¢ao de unida-

des bem determinadas, idénticas entre si.

Quando duas cole¢oes de objetos tém o mesmo numero?
Resposta: Quando existe entre elas uma correspondéncia biunivoca, isto é, a cada
objeto de uma corresponde um tnico objeto da outra e vice-versa.

Notacao: Sejam A e B colegoes de objetos.

def. . AL s . .
A=~ B := existe uma correspondéncia biunivoca entre A e B

def. , .
;= A é equinimero a B
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Figura 1.1: O que é o numero 37

Se considerarmos os objetos de duas colegoes equiniimeras apenas como unidades
(ou seja, sem levar em consideragao qualquer particularidade que possam ter), entéo
essas colecoes se reduzem ao mesmo conjunto de unidades, o niimero que corresponde
a elas. Ou seja, duas colegoes equintimeras tém o mesmo numero.

Assim, se definimos o niimero de uma colegao de objetos como sendo essa colegao
mesma considerando apenas seus objetos como unidades idénticas, entao duas colegoes
tem o mesmo nimero se, e s6 se, sdo equinimeras (ou seja, quando ha uma correspon-
déncia biunivoca entre elas).

Se ntimeros sao colegoes de unidades idénticas, quando dois niimeros sao iguais?

Resposta: Quando ha entre eles uma correspondéncia biunivoca.

O # O

Figura 1.2: 2 # 3

Propriedades da relacao de equinumerosidade:

1. A=~ A: reflexividade.

2. A~ B = B ~ A: simetria.



3. A~ Be B~ (C = A~ (C: transitividade.

Cada classe é caracterizada por um nimero. Portanto, nada nos impede de tomar
qualquer representante da classe como o sendo o niimero que a caracteriza. Em suma,
podemos definir a relagao de equinumerosidade entre cole¢oes de objetos e tomar qual-
quer conjunto das classes de equivaléncia determinadas por essa relagao como sendo o

nimero que caracteriza a sua classe.

notacgao: A ou |4 ‘© o ntimero cardinal de A ou a cardinalidade de A.

Definicao 1.
0 = ||
1 = [{0}]
2 = |01}
n = |{0,1,...,n— 1}
Ny = |{071727}|:|N|

Mas ha outra resposta a pergunta “o que é niimero”.
Um numero indica uma posi¢ao numa ordenacao. Por exemplo, o primeiro, o se-

gundo, ...., o décimo oitavo.

Numeros que medem quantidades: nimeros cardinais.

Numeros que indicam posigao: nimeros ordinais.

O que é uma ordenacao? Ou seja, que propriedade deve ter a ordem dos objetos de
uma colecao ordenada para que possamos atribuir a cada um deles uma posi¢ao bem
ordenada.

Resposta: Cada parte dessa colecao ordenada que contenha algum objeto deve ter

um menor objeto, ou seja, um minimo.



Definicao 2. < ¢ uma relagao de ordem estrita se:

1. a £ a, para todo a de A (irreflexibilidade).

2. a<beb<centioa< c, para todos a,b,c de A (transitividade).
Definicao 3. A relacao < é uma ordem parcial se:

1. a < a para todo a € A (reflexibilidade).

2. a<beb<centioa < c para todo a,b,c de A (transitividade).

3. a<beb<aentioa=>b para todo a,b de A (anti-simetria).

< € uma ordem total (linear) se valem 1), 2), 3) e

4. a<boub<a para todo a,b de A.

Definicao 4. Uma ordem parcial € uma boa-ordem se qualquer parte dela que contém

algum elemento contém um minimo.

Exercicios
1. Seja < uma ordem estrita e defina < como
a<b<=a<boua=0.

Mostre que < é uma ordem parcial.

2. Seja < uma ordem parcial. Defina < como
a<b<=a<bea#b.

Mostre que < é uma ordem estrita.

3. Mostre que toda boa ordem é uma ordem total.
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Definigao 5. Sejam (A, <) e (B, <p) boas ordens.
A~B<= 3 f:A— B, f bijecao, tal que a <4, b= f(a) <p f(b).
Nessas condigoes, dizemos que A e B sao do mesmo tipo de ordem.
Teorema 1. 1. A~ A.
2. A~ B= B~ A.
3. AmBeB~(C= A~C.
Demonstragao. 1. Basta considerar a fungao identidade.

2. Se A ~ B entao existe f : A — B, f bije¢do, com a propriedade a < b =
fla) < f(b).
Como f ¢é bijecao, existe f~! : B — A bijecao com fof ' =1Idge flof =1Idy.

Sejam by, by € B tais que by < by. Como f é bijecao, existem ai,as € A tais
que by = f(ay) e by = f(as) e, entdo, f~1(b1) = ay e f~1(b2) = as. Suponhamos
7Y b)) £ f7Y(Dy), isto &, a3 £ ap. Como (A, <) é uma boa-ordem, segue que
¢ uma ordem total. Entdo, as < a;. Segue que f(az) = by < by = f(ay)

(contradicao!).
Portanto, f~1(b) < f~1(by).
S.B~ A
3. Sejam f: A — Beg:B — C bijegoes tais que a; < as = f(a1) < f(az) e
by < by = g(b1) < g(b2) para todo aj,as € A e by, by € B.

Consideremos h = go f : A — C. Entao, h é bijecao pois f e g o sao. Ainda:

a1 < ag = f(a1) < fag) = g(f(a1)) < g(f(a2)) = go f(a1) < go f(as).

SLA~C
[l

O teorema acima mostra que os conjuntos bem ordenados dividem-se em classes de

equivaléncia.
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Definigao 6. Seja (A, <) um conjunto bem ordenado. Definimos o tipo ordinal (tipo
de ordem) ou numero ordinal de A como sendo qualquer conjunto B tal que B ~ A.

Notacdo: A ou t.o. A.

Exemplo 1. Sejan ={0,1,...,n—1} com a ordem 0 <1< --- <n— 1. Evidente-

mente, com essa ordem, n € bem-ordenado. Definimos n = n.

Afirmagao: Todo conjunto totalmente ordenado finito ¢ uma boa-ordem. Ora, seja
(A, <) um conjunto totalmente ordenado e finito e seja S um subconjunto nao vazio
qualquer de A. Seja xy um elemento qualquer de S. Se zy for o minimo de S entao
acabou. Se nao, existe x; em S tal que x; < xy, com 7 # zo (pois A é uma ordem
total). Ainda, como (A, <) é uma ordem parcial, z; < x para todo = de A tal que
x9 < x. Se z1 for elemento minimo de S, acabou, caso contrério, existe x5 em S com
x9 < 11, € X9 # x1. Procedendo desse modo sucessivamente, como A ¢ finito, uma hora

o processo acaba, determinando-se assim o elemento minimo de S.

Exemplo 2. N = {0,1,2,...} com a ordem natural é bem-ordenado. Escrevemos

w=N=N.
Considere agora N com a seguinte ordem:
1<2<3<---<0.

Essa é uma boa-ordem em N.

O numero ordinal dessa boa-ordem é igual a w? Nao.

Suponha f : Ny — N uma bijecao que preserva a ordem, onde Ny é o conjunto N
com a ordem definida acima. Como a < 0 para todo a € Ny, segue que f(a) < f(0) =n

para todo a € Ny. Como f é bijecao, existe b € Ny com f(b) =n + 1. Entao
n+1= f(b) < f(0) = n (absurdo!)

Logo, o niimero ordinal de Ny é distinto do nimero ordinal de N.
Note porém que |N| = |Ny|, ou seja, N e Ny sdo conjuntos bem ordenados com o
mesmo nimero cardinal mas com nimeros ordinais diferentes.

Notacao: Ny = w + 1.
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Note que Ny \ {0} = w.

Seja NU{w} com a ordem usual em N e a estipulac¢ao que para todon € N, n < w.
E claro que esse conjunto é bem ordenado. Qual é o ntmero ordinal dessa boa ordem?

Resposta: w + 1.

Seja agora NU {w,w + 1} com a seguinte ordem:
0<1<2<---<w<w+l

O numero ordinal dessa ordem ¢ igual a w? Nao!

O numero ordinal dessa ordem ¢ igual a w + 17 Nao!
, . . L. def.
O numero ordinal desse conjunto = ele proprio := w + 2.

E, recursivamente,

w+n={0,1,2,...,w,w+1,...,w+ (n—1)}.
Observe que |w + n| = Ny.

Definicao 7. Dizemos que um conjunto € infinito enumerdvel se sua cardinalidade

€ igual a Ng.

Considere a seguinte ordenacao em N:
n<n+1<n4+2<...<0<1<---<n—1.

Seja N,,_; o conjunto N com essa ordenagao. Entao N,,_; é uma boa ordem e N,,_; =

w+ n.

Definigao 8. w—i—w?e:f' {0,1,...,w,w+1Lw+2,...}.

Seja N com a seguinte ordenacao:
0<2<4<.--<1<3<5< -+
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Esse conjunto é bem ordenado e seu nimero ordinal ¢ w+w. Observe que |w+w| = Ny.

Observacao 1. Boas ordens surgem naturalmente nos processos idealizados de con-
tagem. Contar (idealmente) os elementos de um conjunto € introduzir nele uma boa
ordem.

Assim, nimeros ordinais sao o resultado (idealizado) de contagens.

Nota: Qualquer contagem de conjuntos finitos resulta sempre no mesmo niimero ordi-
nal, pois todas as boas ordens finitas de uma cardinalidade determinada tém o mesmo
tipo ordinal, ou seja, se |A| = n entao A = n, nao importa que ordem linear que
impomos a A (note que toda ordem linear finita é uma boa ordem).

Exercicios

1. Defina em N uma boa ordem tal que o nimero ordinal da boa ordem resultante

seja w + 7.
2. Mostre explicitamente que |w + w| = Wy.

3. Defina uma boa ordem em Z cujo ntmero ordinal seja:
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Capitulo 2

A nocao de infinito

Definicao 9. A ¢ infinito, se, e so se, nao existe bijecao entre A e algum numero

natural. E A € finito, quando A nao € infinito,.

Definigao 10. A ¢ infinitoy se, e so se, existe uma bijecao entre A e B C A (o
stmbolo C significa que estd contido mas que € diferente). E A é finito, quando A nao

€ infinito,.

Obviamente:
1. A é finito; <= existem n € N e uma bijegao entre A e n.

2. A é finito, <= nao existe bijecao entre A e B C A.

Lema 1. Para todon € N, n € finitos.

Demonstragao. Por indugao em n:
Para n = 0 o resultado é imediato pois o () ndo admite subconjunto proprio.

Hipotese Indutiva: n é finito,.

Tese: n + 1 é finito,.

Suponhamos, por contradi¢ao, que existe uma bijecao f:n+1— B Cn+ 1.

lo. caso: f(n) = n. Entdo, fln : n — B\ {n} € n é uma bijecao, uma
contradicao!

20. caso: f(n) # n.
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Sub-caso 2.1: n € B. Sejam m,k € n tais que f(m) = n e f(n) = k. Defina
g:n— B\ {n} Cnpor
T), T#m
o = { S0 7

k, c.c.

Veja que g é uma bijecao, contradizendo a hipotese de inducao.

Sub-caso 2.2: n € B: Entao g : n — B\ f(n) € n dada por g(z) = f(x) é uma

bijegao, contradizendo a hipotese de indugao.

Logo, nao existe bije¢ao f:n+1— B Cn+ 1.
Portanto, n é finitoy, V n € N.

Teorema 2. finito, = finito,.

Demonstracao. Seja A finito;. Entao existe n € N tal que A ~ n. Suponha, por
contradigao, A infinito,. Entao, existe uma bijecao g : A —» B C A. Seja f :n — A
uma bije¢ao. Entao,

frogofin— fTY(B)Gn

-
é bijecao, o que nos dé que n ¢ infinitoy, uma contradicao.

Portanto, A é finitos.

Proposicao 1. Se A ¢ infinitoo e A C B entao B € infinitos.

Demonstragao. Por hipotese, existe uma bijegao f: A — C, C' C A. Defina g: B —
CU(B\ A) por

_f f(b), sebeA
g(b)—{ b, sebgd B\ A

Assim definida, g ¢ uma bije¢do entre B e CU (B\ A) C B.
Portanto, B é infinitos. O]

Proposicao 2. N ¢ infinitos.
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Demonstragao. Basta considerar a bijecdo f : N — B C N, f(n) = n + 1, onde
B =N\ {0}.

Proposicao 3. Se A ¢ infinitoo e A =~ B entao B € infinito,.

Demonstragao. Sejam f: A— C C Aeg: B — A bijecoes. Entdao, g-lo fog: B —
g ' (C) € B ¢ uma bijegao.
]

Teorema 3. infinito, = infinitos.

Demonstracao. Suponhamos A infinito;. Ou seja, nao existe bijecao entre A e qualquer

numero natural n. Vamos definir, por recursao, uma funcao injetora h : N — A:

h(0) = qualquer elemento de A (A # () pois A % 0)

h(n + 1) = qualquer elemento de A\ {h(0),h(1),...,h(n)}

(A #{h(0),...,h(n)} pois A% n+1).
h & injetora pois, pela definigdo de h, ¥V n € N, h(n) # h(0),h(1),...,h(n — 1).

Portanto, im(h) é infinitoy. Como im(h) C A, segue que A é infinito,.

Corolario 1. As duas defini¢oes de infinito sao equivalentes.

Experimento: O Hotel de Hilbert.
Jeff Dekofsky (TED-Ed)
Matematica Multimidia UNICAMP
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Teorema 4. N~ Z.

Demonstracao. Considere f : N — Z dada por
f(2n) =n (n € N)

f@2n—1)=—n.

Teorema 5. N~ Q" = {q € Q | ¢ > 0}.

Demonstracao.
1 1 1
1 2 3 4
2 2 2 2
1 2 3 4
3 3 3 3
1 2 3 4

Teorema 6. Se A; ~ N, Vi € N entao

Demonstragio. A; ~N = A; = {d},a},...,a?, ...}. Assim,
0 1 2
Ay = {ag,ag,a5,...}
0 1 2
Al — {a17a17a1,...}
0 1 2
A2 — {CLQ,QQ,CLQ,...}

18



Como ja definimos anteriormente, A é infinito enumerével quando a sua cardinali-

dade é N, ou seja, A ~ N.

Teorema 7. Sejam A e B finitos. Entao AU B € finito.

Demonstragao. A finito = A~n = A ={ap,a1,...,a,_1}
B finito =—= B~m — B = {bo,bl,...,bm_l}.

Escreva by, = a,.. Entao,
AUB ={ag,...,an-1,0n,...,0ntm—1}

Assim, existe f : n+m — AUB, f sobrejetora. Pode ser que f nao seja injetora, mas:
Fato: Seja f : X — Y. Entao, existe g : X’ C X — im(f) bijetora. Basta usar
devidamente o Axioma da escolha.

Portanto, seja g uma bijecao de um subconjunto de n +m em AU B.

Logo, AU B é finito.

Definicao 11. Um conjunto é enumerdvel se € finito ou infinito enumerdvel, ou seja,

se for equinimero a N ou a algum n € N.

Corolario 2. A uniao enumerdvel de conjuntos enumerdveis € enumerdvel.

Teorema 8. Seja A um conjunto enumerdvel. FEntao o conjunto dos subconjuntos

finitos de A é enumerdvel.

Demonstracao. Notacao:

Pi(A) = {BCA| B~n, para algum n € N}

= conjunto das partes finitas de A.
lo. caso: A finito = P;(A) = P(A) = conjunto das partes de A.
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A=Aag,...,a,_1} = n, algum n € N.

Mostraremos, por indu¢ao em n, que P(A) ~ 2™

Se n =0, entao A = 0 e, assim, P(A) = {0} ~ 1 = 2°.
Hipotese de indugao: A~n—1= P(A) ~2"1
Passo indutivo: A =~ n.

Seja a € A qualquer. O namero de subconjuntos de A que nao contém a é, por
hipotese indutiva, 27!, Segue que o ntimero de subconjuntos de A que contém a é
também 2771,

Portanto, P(A) ~ 2. 2"~1 = 2n,

20. caso: A infinito enumeravel, ou seja, A =~ N.

Defina

Py(A)={BCA| B~0}={0}.
Entao, Py(A) = 1.
P(A)={BCA|B~1}.

Entao, Pi(A) ~ A~ N.

E, de modo geral, defina P,(A) = {B C A | B ~ n} e mostre, por indu¢ao em n,
que P,(A) ~ N, n > 1 (exercicio).

Segue que

Py(A) = [ Pa(4)

neN

é enumeravel pois é reuniao enumeravel de conjuntos enumeraveis. Na verdade, nesse

caso, Pf(A) é infinito enumeravel. O

Exercicios

1. Seja A infinito enumerével, ou seja, A ~ N. Para cada n € N, defina P,(A) =
{B C A| B = n} e mostre, por indugao em n, que P,(A) ~ N, n > 1.

Solucao: n = 1: Ok!
Hipoétese de inducao: P, ~ N.
Tese: P,.1 ~ N.
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Da hipoétese de indugao, P,(A) = {By, B1, Bs,...}. E, como A é enumeréavel,

A={ad,ap,a3,...,a% aj,a3,...}
onde ag ¢ B;, 7=0,1,.... Use o método da diagonal de Cantor para a contagem dos

elementos de P, :

Pn+1(A) :{ B()U{ag},B(]U{CL(l)},...
BiU{a%}, By U{al},. ..
By U {ad}, By U{ab}, ..

O método de contagem acima mostra que P,(A) é enumeravel, para todo n € N,
n > 1. Resta provar que P,(A) é infinito, n # 0. Suponha, por contradigao, que P,(A)
é finito. Mas
A=|JB, BeP,(4)

nos daria A como uniao finita de conjuntos finitos, donde A seria finito, uma contradi-
Gao.
Portanto, P,(A) é infinito enumeravel para todo n € N, n > 1.

Teorema 9. (0,1) C R € nao enumerdvel.

Demonstragao. Primeiramente, (0,1) ¢ infinito pois f: (0,1) — (0,1/2) dada por

flx) =z/2

¢ uma bijecao.

Suponhamos, por absurdo, que (0,1) seja infinito enumeravel. Seja, entdo, f :
N — (0,1) uma bijegdo. Denotando z, = f(n) para cada n € N, listamos (0, 1) por
Lo, L1, L2y ..

Defina x = 0,nyng...... , onde

1, se a i-ésima casa decimal de x; é diferente de 1
n; = .
! 2, caso contrario
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Temos que = € (0,1) e, portanto, z = x; para algum k& € N. Mas, pela defini¢ao de
x, se a k-ésima casa decimal de z é 1 entao a k-ésima casa decimal de x é 2 e se a
k-ésima casa decimal de x é diferente de 1 entao a k-ésima casa decimal de x é 1, uma
contradicao!

Logo, (0,1) ¢ infinito enumeravel.

]
Teorema 10. (0,1) = R.
Demonstragao. Basta considerar a funcao f : (0,1) — R dada por
f(x) = tg(me —m/2),
a qual é uma bijecao.
O
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Capitulo 3

Axiomas de Zermelo-Fraenkel

Nos nossos anos de estudo em Matematica, nas diversas disciplinas (teoria de gru-
pos, teoria de anéis, espagos topologicos, etc.), nos deparamos com uma sentenga re-
corrente no inicio do desenvolvimento dessas: “Seja X um conjunto”. Parece que o
“tijolinho” de tudo aqui sao os conjuntos: um nimero real é uma sequéncia de nimeros
racionais, uma funcao real é um conjunto de pares ordenados de niimeros reais, um
espaco LP é um conjunto de funcoes, etc. Analisando argumentos matematicos, os
logicos se convenceram de que a nocao de “conjunto” é o conceito mais fundamental
da Matematica. Isso nao significa diminuir o carater fundamental dos ntimeros natu-
rais. Na verdade, uma posicao muito razoavel seria aceitar os niimeros naturais como
entidades primitivas e, entao, usar conjuntos para formar entidades superiores. No
entanto, pode-se demonstrar que mesmo a nogao de niimero natural pode ser derivada
da nocgao abstrata de conjunto, o que fizemos nos capitulos anteriores. De modo que,
no nosso sistema, todos os objetos serao conjuntos e nao postularemos a existéncia de
nenhum outro objeto primitivo. Grosso modo, pensaremos no NoOsso UNiverso como
que formado por todos os conjuntos que podem ser obtidos por sucessivos “processos
de coleta” a partir do conjunto vazio.

O primeiro conjunto de axiomas para uma teoria de conjuntos foi dado por E.
Zermelo em 1908. Esse sistema foi desenvolvido posteriormente por A. Fraenkel e hoje
¢ usualmente referido como Teoria dos Conjuntos Zermelo-Fraenkel (ZF). Enunciaremos

abaixo os axiomas para a Teoria dos Conjuntos ZF, com alguns comentarios.

1. Axioma de extensionalidade.

Ve, y (Vz(z €z +— z€y) — x=1).

23



O axioma de extensionalidade nos diz que um conjunto é determinado pelos seus

elementos.

Definigao 12. t Cy+—Vz(z €z — z € y).

. Axioma do conjunto vazio.

Jx Vy(—y € z).

O conjunto definido por esse axioma ¢ o conjunto vazio, o qual denotamos por ().

Corolario 3. S¢ existe um conjunto vazio.

. Axioma dos pares nao ordenados.

Ve, y Iz Vw(w € z+—w=zVw=y).
Notagao: z = {x,y}. Também, {z} é {x,x}.
. Axioma da uniao.
Vo Jy(Vz(z € y +— Fw(w € z A z € w))).

Notagao: y = U x.

Esse axioma nos diz que y é a uniao de todos os conjuntos em x. Em particular,

usando o Axioma 3, podemos deduzir que, dados x e y, existe z tal que z = z | J y.

Exemplos: U@ =0; z = {a}, Ux = U{a} = a.
Para motivar o proximo axioma, lembre-se que dado um natural n, o seu sucessor

¢ definido como sendo n + 1 = n U {n}. Entao, o seguinte axioma nos garante a

existéncia de um conjunto que contém todos os naturais e, portanto, é infinito.
. Axioma do Infinito.

(0 € xAVy(y € v — yU{y} € 2)).

Em Matematica, costumamos tomar conjuntos caracterizando-os por alguma pro-
priedade. No entanto, tal generalidade pode nos levar a contradigoes. Contradi-
¢oes tais como o paradoxo de Russel: considerar o conjunto de todos os conjuntos
que nao possuam a si proprios como elementos. O Axioma da Substituigao res-

tringe os tipos de propriedades permitidas para a obtencao de conjuntos.
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6. Axioma da Substituicao.
Vi, ...ty Ve JyVz(z €Ey+— z€x N A, (2L, ..., tg)).

Aqui, A,(z;tq,...,t;) abrange todas as formulas com pelo menos uma variavel
livre. Entao, o Axioma da Separacao nos diz que para todo conjunto x existe o

conjunto y de todos os z em z satisfazendo a propriedade A.

Um pouco mais sobre o Axioma da Substituigao:

Se H é uma funcdo e A é um conjunto, entdo H(A) é um conjunto pois esté
contido no contra-dominio da funcao, que é um conjunto. Agora, considere H
algo como uma “fun¢ao entre classes” e nao uma funcao no sentido usual, entre
conjuntos, ou seja, H é uma classe de pares ordenados que satisfaz a condicao

que temos para fungoes de que
(z,y),(x,2) € H=y = z,

exceto que H nao é necessariamente um conjunto. A pergunta que se coloca
é a seguinte: é verdade que, ainda assim, se tomamos A um conjunto, H(A)
¢ conjunto? O Axioma da Substituicao ird nos dizer que sim. Na Teoria de
Conjuntos de Zermelo-Fraenkel, nao podemos nos referir a uma classe H; em vez

disso, utilizamos uma férmula ¢ que define H.

Axioma da Substituigao: Para toda formula ¢(z,y) nao contendo a letra B,

0 seguinte é um axioma:

VA[(Vz € A) Vi Vya(p(z, 1) A (@, 42) = y1 = 4o)
— dAB Vy(y € B <= (Jz € A) p(z,y))].

Para traduzir o Axioma da Substituicao em palavras, defina a classe

H={(z,y) |r € AN ¢(z,y)}.
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Entao, a hipotese do axioma,

(Vz € A) VyriVya(o(z, 1) A p(z,92) = y1 = 1),
nos assegura que H é uma funcgao entre classes. E a segunda linha,
dB Vy(y € B <= (Jz € A) ¢(x,y)),

nos assegura que, se colocamos

B={y| Bz e A) o(r,y)} = H(A),

entao B é um conjunto.

Um outra forma alternativa de traduzir o Axioma da Substitui¢cao em palavras é
a seguinte: leia p(z,y) como “x nomeia y”. Entao, a hipotese do axioma nos diz
que “cada membro de A nomeia no maximo um objeto”. E a conclusao nos diz

que “a colecao dos objetos nomeados é um conjunto”.

O nome “substituicao” reflete a ideia de substituir cada  no conjunto A pelo

objeto por ele nomeado (se for o caso) de modo a obter o conjunto B.

Exemplo 3. Se A é um conjunto, entio {P(a) | a € A} é também um conjunto,
onde P(a) € o conjunto das partes de a. Basta tomar ¢(x,y) como sendo y =
P(z). Isto é, cada x nomeia o seu conjunto das partes. O Axioma da Substitui¢ao
nos diz que a colecao de todos os conjuntos das partes dos elementos de um

conjunto A forma um conjunto.

No exemplo abaixo, utilizamos o Axioma da Substituicao para garantir o conjunto

intersecao de dois conjuntos.
Exemplo 4. Defina a intersecao utilizando a formula
Flz)=Yylyca— z€y)

e, entao,
def.

a:= {xEU@ | F(z)}.
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7. Axioma do conjunto das partes ou conjunto poténcia.

Vo Jy Vz(z € y +— 2 C x).

~ ef. .
Notagao: y = P(x) pack conjunto das partes de x.

Exemplo: = =), P(0) = {0}.
8. Axioma da Fundamentacgao.
Va0 3dyea : anb=10.

Este axioma é um tanto artificial e o incluimos apenas por razoes técnicas. Nunca
¢ usado na matematica convencional. Ele diz que cada conjunto nao-vazio contém
um elemento minimo com respeito a relagao €. Intuitivamente, desejamos que
todos os nossos conjuntos sejam construidos a partir do () e, entao, nao queremos
ter cadeias descendentes infinitas com respeito a €; em vez disso, todas as cadeias

descendentes devem terminar com ().

Exercicios

1. Axioma da regularidade: Todo conjunto nao vazio A possui um elemento m com
mnNA=§0.

Axioma do par: Para quaisquer conjuntos u e v, existe um conjunto tendo como

membros exatamente u e v.

Usando o Axioma da Regularidade e o Axioma do Par, prove que nao existem

conjuntos a e bcom a € be b € a.
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Capitulo 4

Pares ordenados, funcoes e produto
cartesiano

4.1 Pares ordenados e funcoes

Definigao 13. Sejam A e B conjuntos.

A def

B :={f:A— B| f fungao}.

Pergunta: Se A = () quem é BA?
Mas antes:

Pergunta: O que é fungao? f: A — B fungao <=
f={(a,b) |ac A, be B} talqueVaec A, Jbe B : (a,b) € f.
Pergunta: O que é um par ordenado?

Defini¢ao 14. Sejam a e b conjuntos. O par ordenado (a,b) € definido por

(CL, b) = {{a}v {a7b}}
Teorema 11. (a,b) = (¢,d) <= a=ceb=d.

Demonstragao. (<) trivial.
(=) Suponha (a,b) = (c¢,d), ou seja, {{a},{a,b}} = {{c},{c,d}}. Pelo principio
de extensionalidade, esses conjuntos sao iguais s6 se possuem os mesmos elementos.

Temos dois casos:
{a} ={c} e{a,b} ={c,d} = a=ceb=d.

ou
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{a} ={c,d} e {a,b} ={c} =a=c=dea=b=c

Retornando & pergunta “Se A = () quem é BA?”, veja que, com o entendimento que
temos agora,

feB «— f={(a,b) |achebe B} =0.

Portanto, existe um tnico elemento em B, a saber, a funcao vazia. Isso ¢ verdade

mesmo que B = ().

Teorema 12. Seja A um conjunto qualquer. Entio 24 ~ P(A).

Demonstracao. Temos

24 ={f:A— 2| feéefuncio} = {f : A — {0,1} | f ¢ fungdo}

P(A)={B | BC A}.

Considere F': P(A) — 24 dada por

BCA — (:A—{0,1}
1, seae B

¢p(a) = { 0, sea & B

F é sobrejetora: Seja f € 24 e considere B = {a € A | f(a) = 1}. Obviamente,
F(B)=¢p= /.

F é injetora: Sejam B, C C A tais que {g = &¢. Veja que
ce(C <= ¢&c(c)=1=2ap(c) <= c€ B.

.. C=B.
Por tudo isso, F é uma bijecio de P(A) sobre 24 e, assim, 24 ~ P(A).
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Corolario 4. Se A ~n entao 24 ~ 2".

Observacao 2. 29~ 20 =1, ¢’ ~ 1.

Teorema 13 (Teorema de Cantor). Se A € infinito entdo P(A) é nao enumerdvel.

Demonstracao. Trataremos primeiramente o caso em que A é infinito enumerével. To-

mando A infinito enumeravel, suponha, por absurdo, P(A) enumerével.
Seja By, By, ... uma enumeragao de P(A).
Seja ag, ay,... uma enumeracao de A.

Defina B C A do seguinte modo:
a; € B<— q; Q B;.

Por hipotese, B = By, para algum k.

Pergunta: a; pertence ou nao a By?
Se ay € By, entao ap € B = By, e se a, € By, entao a, € B = By, absurdo!

Logo, P(A) é nao enumerével.

Seja, agora, A um conjunto infinito qualquer. Logo, para qualquer n natural existe
uma fun¢ao injetora (mas nao sobrejetora) de n em A. (exercicio: demonstre esse fato
fazendo indugao em n).

Logo, existe uma funcao injetora f : N — A. Portanto, A possui um subconjunto
infinito enumeravel (a imagem de f).

Portanto, P(A) contém um subconjunto infinito ndo-enumeravel.

Logo, P(A) é nao-enumerével.

Aplicagao: Seja P = {p | polinomios sobre Q}. Cada p € P ¢ caracterizado pelo seu
grau e seus coeficientes; ou seja, por um subconjunto finito de ntimeros racionais. Logo,
P ~N.

Temos que cada p € P possui uma quantidade finita de raizes.
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Definicao 15. Um numero real é algébrico quando é raiz de um polinémio nao nulo

sobre Q.

Seja A = {r € R | r ¢ algébrico}. Logo, A ~ N (pois existe uma quantidade
enumeravel de polinémios sobre Q e cada polindémio possui uma quantidade finita de
raizes). Mas R é nao enumerével. Logo, existem nimeros reais transcendentes, isto €,

nimeros reais que nao sao algébricos.

Exercicios:

1. Sejam A, B conjuntos quaisquer. Entao existem A’ ~ A e B’ =~ B tal que

ANB =0.
2. A BeC~D = A° ~ BP.
3. BNC =) = ABYC =~ AB x A°.
4. (ABYC ~ ABXC,

Definicao 16. Dados conjuntos A e B, escreveremos A < B quando existir uma

func¢ao injetora f : A — B.

Teorema 14. A < P(A), mas A% P(A).
Demonstragao. Considere f: A — P(A)
a— {a}.

f € claramente injetora. Logo, A < P(A).
Suponhamos, por absurdo, que A ~ P(A). Seja entdao F': A — P(A) uma bijegao.

Considere o subconjunto B de A tal que
be B<=b¢g F(b).

Como F' é bijegao, existe ¢ € A tal que F(c) = B.
Pergunta: c € Bouc ¢ B?
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c € B=F(c) = c¢& F(c) (contradigao!)
c ¢ B = F(c) = c € B (contradigao!)

Logo, nao existe bijecao entre A e P(A).

Lema 2. Se C CAeA=<C entio A~ C.

Demonstracao. Seja Ag=A—-C={ac A|agC}.

Por hipdtese, existe f : A — C' uma fungao injetora. Definimos por recursao:

Ay = f(Ay) ={ceC|c= f(a), a € Ay}
Ay = f(A)

An = f(An—l)

Considere

e defina F': A — C por

Entao:
1. F é funcgao;
2. F' é injetora;

3. F & sobrejetora: Seja a € C tal que a ¢ A. Entéo, a = F(a). Seja a € C tal que
a € A. Entdo, a € C'N A, para algum n € N. Note que n # 0 pois Ag = A — C.
Assim, a = f(da’) para algum o’ € A,,_1, ou seja, a = F(d') = f(d'), ' € A,_1.

.. F' & sobrejetora.

Logo, A~ C. O
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Corolario 5. (Teorema de Cantor-Bernstein-Schroeder) Sejam A e B conjuntos tais

que A= B e B=A. Entio, A=~ B.

Demonstragao. Sejam f: A — Beg: B — A injetoras. Seja C' = im(g) C A. Temos
go f: A— C injetora. Logo, pelo lema anterior, A ~ C = im(g) =~ B.
A~ B.

Aplicagao: [0,1] ~ R pois (0,1) < [0,1] <R < (0,1).

4.2 Produto cartesiano

Seja {A;}ier = im(F), onde dom(F) = I e F(i) = A;, uma familia de conjuntos.
Define-se o produto cartesiano dessa familia por:

HAi:{fII%UAz' | f(1) € A}

iel iel
Assim,

AXx B = H A = {f:2=>A4UA | f(0) € Ao, f(1) € A1}
€2, Ap=A, A1=B

= {(f(0), f() | F(0) € A, f(1) € B}.

Exemplo 5. 1. [[,.yAi, onde A; =2, para todo i € N:

[[4={r:N=2}=2"~PN),
€N

o qual € ndao enumerdvel.

2. Suponha, para cada i € I, A; unitdrio. Entao

[Ta={1-{JA| f(i) € A}

el i€l

€ unitdrio.
3. Se A; =1 = {0} para todo i € I entao

HAizllzl.

icl
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4. Se Ay = 0 para algum iy € I entdo [[,.; A; = 0.

Teorema 15. Seja {A;}icr uma familia de conjuntos ndao vazios. Se J C I entao
T4 =114
jeJ iel

Demonstracao.

[Ta={r:7-JA | f() € A;}.

jel jeJ
HAi:{f:[_)UAi | f(i) € Ai}.
iel i€l

Considere F': [[;c; Aj — [L;c; 4i dada por

fe HA]- — alguma ¢ tal que g|J = f .
jed axioma dva escolha

F' ¢ injetora pois se f, f" € [[,c; Aj, f # [, entao f(j) # f'(j) para algum j € J.

Logo, F(f) # F(f') uma vez que F(f)|J = f e F(f)|J = f"

HAj = HAi-

= iel

Teorema 16. Seja I finito, I # (), e suponha A; enumerdvel para cada i € 1. Entao,
HAi € enumerdvel.

iel
Demonstracao. Faremos a demonstracao por indugao no ntimero de elementos de [I.

Se I =~ 1 entao

[]A4={r:{0} = Ay | £(0) € Ag} ~ A,

el

Hipotese Indutiva: Se I ~ n entao [[..; A; é enumerével.

i€l
Tese: Se I ~n + 1 entao [[,.; A; ¢ enumeravel.

Temos:
HA’L' 2 H Al x Ai, - HA"' enumeravel.
el iel—{io} iel

enumeréavel por hipotese

enumeréavel por H.I.
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Observagao 3. Observe que se I € infinito e infinitos A;’s tém pelo menos dois ele-

mentos entao HAZ' € nao enumerdvel.
il

Exercicios:

1. Sejam A um conjunto e {B;};c; uma familia de conjuntos. Prove que

Hsz(HBi>A.

el el
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Capitulo 5

Ntimeros cardinais e o Axioma da
Escolha

Em varios momentos até aqui tivemos a necessidade de selecionar elementos de
conjuntos nao vazios. Nao mais adiemos a discussao sistematica de um tal princi-
pio de selecao. Existem numerosas formulacoes equivalentes do Axioma da Escolha.

Listaremos seis delas no que segue.
Definicao 17. Uma relagao é um conjunto de pares ordenados.

Dada uma relagao R, definimos o dominio e a imagem de R por:
x€dom R<= Jy | (v,y) € R

x €im R<= 3t | (t,x) € R.

Teorema 17. Sao equivalentes ss sequintes sentencas:

1. Axioma da Escolha, I. Para toda relacao R existe uma funcao F© C R com
dom F = dom R.

2. Axtoma da Escolha, II. O produto cartesiano de conjuntos nao vazios € sempre
nao vazio. Isto é, se H é uma fungao com dominio I e se (Vi € 1) H(i) # 0,

entao existe uma fungio f com dominio I tal que (Vi € I) f(i) € H(i).

3. Axioma da Escolha, III. Para todo conjunto A existe uma fung¢do F (uma
“fung@o escolha” para A) tal que o dominio de F' € o conjunto dos subconjuntos

nao vazios de A, e tal que F(B) € B para cada subconjunto nao vazio B C A.
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4. Azxioma da Escolha, IV. Seja A um conjunto tal que (a) cada elemento de
A é um conjunto nao vazio, e (b) quaisquer dois elementos distintos de A sao
disjuntos. FEntao, existe um conjunto C' contendo exatamente um elemento de
cada membro de A, ou seja, para cada B € A, o conjunto C'N B € um conjunto

unitdrio {z}, algum x.

5. Comparabilidade de cardinais. Dados conjuntos C' e D, ou C <X D, ou
D=XC.

6. Lema de Zorn. Seja A um conjunto tal que para toda cadeia B C A, tem-se
UB € A. (B é chamado uma cadeia se, e sd se, para todo C e D em B, ou
C C D, ouD CC.) Entio, A possui um elemento M (um “elemento mazimal”)

tal que M ndao € um subconjunto de qualquer outro conjunto em A.

Observacao 4. Uma forma comumente posta do Lema de Zorn € a sequinte: Se, em
um conjunto nao-vazio e parcialmente ordenado, todo subconjunto totalmente ordenado

tem uma quota superior, entao o conjunto tem um elemento mazximal.

Demonstragao do Teorema[17. (1) = (2): Para provar (2), assuma H uma fungao

com dominio I e tal que H (i) # ) para cada i € I. Defina a relagao:
R={(i,x)|ielexec H()}.
Por (1), existe uma fungdo F C R com dom F = dom R = I, pois cada H (i) # 0.

. (i,F(i)) € F CF C Re,assim, F(i) € H(i).
e UH(Z) satisfaz F'(i) € H;, Vi € I, ou seja, F' € HH(@)

iel iel
(2) = (4): Seja A um conjunto satisfazendo as condigoes (a) e (b), ou seja,

() B#0,YVBeA
(b)) Bi,By€A B #By,=— B NBy,=10

Seja H a fungao identidade sobre A; entdo (V B € A) H(B) = B # (). Logo, por
(2), existe uma fun¢ao f com dominio A tal que (V B € A) f(B) € H(B) = B. Seja
C=im f. Entao,V B€ A, BNC = {f(B)}.
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(4) = (3): Dado um conjunto A, defina
A ={{B} x B | B ¢ um subconjunto nao vazio de A}.

Entao, cada membro de A é nao vazio, e quaisquer dois membros distintos sao disjuntos
(se (z,y) e {B} x {B}N{B'} x B entao x = B = B’).
Seja C' um conjunto (garantido por (4)) cuja interse¢ao com cada membro de A é

um conjunto unitario:
CNn (B} x B)={(B,z)}, (x € B).

A priori, pode ser que C' contenha elementos que nao pertencem a nenhum elemento
de A. Podemos descarta-los fazendo F' = C'N (U A). Afirmamos que F' é uma fungao
escolha para A: todo membro de F' pertence a algum {B} x B e, portanto, é da forma
(B,z) com x € B. Para todo subconjunto nao vazio B C A, existe um tnico = tal que
(B,z) € F, pois F'N ({B} x B) ¢ um conjunto unitario. Claramente, esse z ¢ F(B) e

¢ um membro de B.

(3) = (1): Seja R uma relagao qualquer. Entao (3) nos d4a uma fungao escolha G
para im R; assim, G(B) € B para todo subconjunto B nao vazio de im R. Definimos

uma funcao F' com dom F = dom R por

F(z) = G{y | (z,y) € R}).

Entao F(z) € {y | (z,y) € R}, ou seja, (z, F(x)) € R. Portanto, F C R.

Até aqui, provamos o seguinte esquema de implicac¢oes:
1 2
3 4

Precisamos ainda incluir as partes (5) e (6).

_

S

(6) = (1): A estratégia por de tras dessa aplicacdo do Lema de Zorn, e também

de outras aplicagoes, é formar uma colegao A de pecas de objetos desejados, e entao
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mostrar que uma pec¢a maximal serve para os nossos propositos. No presente caso, nos

¢ dada uma relacao R e entao definimos
A={f CR| f éfungao}.

Antes de aplicar o Lema de Zorn, devemos checar que A é fechado com respeito a
unioes de cadeias. Assim, considere B C A uma cadeia qualquer. Uma vez que todo
elemento de B é um subconjunto de R, UB ¢ um subconjunto de R. Para ver que
U B ¢ uma fungdo, usaremos o fato de que B é uma cadeia: se (x,y) e (z, z) pertencem
a U B, entao

(x,y)eGeB e (r,2) e HeB

para alguma fungdao G e alguma fungdo H em A. Ou G C H, ou H C G; em ambos
os casos, (z,y) e (z, z) pertencem a uma mesma funcao e, portanto, y = z. Logo, UB
estd em A. Agora podemos usar (6) de modo a garantir uma fun¢ao maximal F' em A.
Afirmamos que dom F' = dom R. Caso contrario, existiria algum = € dom R—dom F.

Como = € dom R, existe y tal que (z,y) € R. Defina
F'=FuU{(z,y)}.

Entao F’ € A, contradizendo a maximalidade de F'. Portanto, dom F = dom R.

(6) = (5): Sejam C' e D conjuntos quaisquer; provaremos que C' < D ou D = C.

Para utilizar (6), definimos
A={f] f é uma fungao injetora, dom f C C e im f C D}.

Considere uma cadeia qualquer B C A. Como anteriormente, UB ¢ uma funcao,
e um argumento similar mostra que UB é injetora. Seja (z,y) € UB qualquer;
entdo (z,y) € f € A. Consequentemente, x € C' e y € D. O que nos mostra que
dom UB C Ceim UB C D. Logo, UB € A e, entdo, podemos aplicar (6) para
obter um elemento maximal f € A. Afirmamos que ou dom f = (C, caso em que
C <X D, ouim f = D, caso em que D =< C (nesse caso, f‘l é uma funcao injetora
de D em (). Suponha o contrario, nem dom f=0C,nem im f = D. Assim, existem

cEC—domfedED—imf. Logo,

f/:fU{(C,d)}
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esta em A, contradizendo a maximalidade de f .

Nesse ponto, temos provado o seguinte esquema de implicagoes:
6——1 2
3 4

Nesse momento, ficaremos em débito com o fechamento das equivaléncias. Pagare-

_

—_

5

mos essa conta mais adiante, depois de provarmos o Teorema da boa-ordenacao.

]

Observacao 5. O Lema de Zorn apareceu pela primeira vez em 1922, em um artigo
do Kuratowski. A importincia do Lema de Zorn reside no fato de que ele é adequado
para muitas aplicacées na matemdtica. Por exemplo, em Algebra Linear, para provar
que todo espaco vetorial tem uma base, requer-se alguma forma de escolha, e o Lema
de Zorn € uma forma conveniente do Azxioma da FEscolha para se usar aqui: tomamos
A como sendo a colegao de todos os conjuntos linearmente independentes do espago;
entao, um elemento mazximal serd uma base. Similarmente, em Teoria de Anéis quando
provamos a existéncia de um ideal maximal proprio em um anel com identidade, ou
em Teoria de Grupos, quando provamos a existéncia de subgrupos abelianos mazximais

em um grupo, o Lema de Zorn € a forma adequada do Axioma da Escolha.

Agora, adicionamos formalmente o Axioma de Escolha a nossa lista de axiomas.
Inicialmente, alguns matematicos objetaram o Axioma da Escolha, porque ele afirma a
existéncia de um conjunto sem especificar exatamente o que ele contém. Nessa medida,
¢ menos “construtivo” do que os outros axiomas. Gradualmente, o axioma ganhou acei-
tagao (pelo menos aceitacdo pela maioria dos matemaéticos dispostos a aceitar a logica
classica). Mas mantém uma imagem ligeiramente manchada, dos dias em que nao era
muito respeitdavel. Consequentemente, tornou-se uma pratica amplamente difundida,
cada vez que o axioma da escolha é usado, fazer mencao explicita do fato. Nenhum
gesto desse tipo ¢ estendido aos outros axiomas, que sao usados extensivamente e ra-

ramente mencionados.
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Capitulo 6

A aritmética dos nimeros cardinais

6.1 Soma de nimeros cardinais

Defini¢ao 18. Sejam k e \ dois cardinais (k = |A| e A = |B|). A soma k+ X\ €
definida por
k+A=|AUB],

onde AU B ¢ a reunido disjunta
AUB=(Ax{0})U (B x {1}).
Exemplo 6. Sejam n e m cardinais finitos,
n = {0,1,...,n—1}
m = {0,1,...,m—1}
Entao,
nUm = {(0,0),(1,0),...,(n—1,0),(0,1),(1,1),...,(m —1,1)}
~ {(0,0),...,(n—1,0),(n,0),...,(n+m—1,0)}
A n+m.
Exemplo 7. n + Xy = Ny, Rg + Ng = N.

Exemplo 8. Seja ¢ a cardinalidade do continuo (ou seja, de R ou qualquer conjunto

equinimero a R). Entao:

n+c = c¢
N0+C = C
c+c = c

43



Defini¢ao 19. Sejam k = |A| e A = |B|. Entao
K<\ se A=<B.

Proposicao 4 (Propriedades da Soma de Cardinais). Sejam k, A\, p cardinais. Entdo:
1. Comutativa: N+ Kk =K+ .
2. Associativa: (K+ X)) +p=r+ (A4 p).
3 k< A= r+pu<A+pu.
4. Nao vale a propriedade do cancelamento, isto €, k +pu =X+ u #= k= \. Por

exemplo, dados naturais n,m com n # m, tem-se n + g = m + N;.

6.2 Produto de niimeros cardinais
Defini¢ao 20. Sejam k = |A| e A = |B|. Entao
K-A=|AXxB|.

Exemplo 9. Sejam n, m numeros naturais, ou seja, cardinais finitos. Entdao:

(0,0, (0.1), ... (O.m—1),
(1.0), (L1, ... (Lm—1),
n-m =
~ : : : :
multiplicacdo de cardianais ’ ’ ’ ’
(n—1,0), (n—1,1) ... (n—1,m—1)}
= |{0,1,...,nm —1}| = nm

produto usual de nimeros naturais

Exemplo 10. Seja n um numero natural. Entao:

{(0,0),  (0,1),
(1,0), (1,1),

n-Ry=|nxN|= _ : . .| =IN[=X
(n—1,0), (n—1,1) ... ..}

Exemplo 11. Xj - Ny =Ny pois N x N~ N,

Exemplo 12. (Mais dificil) ¢ - ¢ = c. (Carta de Cantor para Dedekind: eu vejo mas

nao acredito!) A demonstra¢io que Cantor propds € essencialmente o sequinte: tome

um ponto (x,y) € [0,1] x [0,1] e escreva as expansdes decimais de x e de y:
r=0,r79r3... Yy =0,515953....
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Alguns numeros reais possuem mais do que uma expansao decimal. Por exemplo,
0,1 =0,1000000...=0,09999999....

Para evitar ambiguidade, para os nimeros que possuem mais do que uma erpansao
decimal, tomaremos sempre aquela que termina com infinitos 9’s. A ideia de Cantor

é, entao, mapear (x,y) no ponto z € [0,1] dado por
2z =0,718172827353 . . . .

Uma vez que podemos recuperar x ey a partir da expansao decimal de z, temos uma
correspondéncia injetora. Cantor, aparentemente, nao se dd conta de que, apesar de
injetora, nao € sobrejetora. Dedekind, ao ler a carta de Cantor, nota imediatamente

tal problema: por exemplo, o nimero
z =0,120101010101... € [0, 1]
nao corresponde a nenhum par (x,y) por essa fungio pois, se o fosse, x deveria ser
x = 0,1000000000

mas a escolha de Cantor para a expansdo decimal de x nao € essa. Bom, Cantor
modifica a func¢ao de algum jeito de modo a obter uma bijecao, mas o importante
mesmo € que o erro apontado por Dedekind dd um insight a Cantor de que algo mais
geral deveria valer. E o que conhecemos hoje como Teorema de Schroeder-Bernstein:
se existe uma funcao injetora f : A — B e uma func¢ao injetora g : B — A, entdo
A =~ B. Veja que esse teorema resolve o problema. Um belissimo artigo sobre esse
episodio da Matemdtica é o artigo do Fernando Q). Gouvéa, “Was Cantor surprised”,

na revista The American Mathematical Monthly.

Proposicao 5 (Propriedades do Produto de Cardinais). Sejam k, A\, u cardinais. En-

tao:
1. Comutativa: k- A= XK (pois Ax B~ Bx A).
2. Associativa: k- (A-p) = (k- A)-p (pois Ax (BxC)=~(AxB)xC).
3 k< A=k-pu< X\ pu.
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4. Nao vale a propriedade do cancelamento, ou seja, k- = - pu 7= k = \. Por

exemplo, para n, m naturais distintos, tem-se n - Ng =m - Ng.
5 1 -k=k (pois {0} x A= A).
6. 0-k=0 (poish x A=10).

7. Distributiva: k- (A+p) = k- A+ k- p (pois Ax (BUC) ~ (Ax B) U (AxC)).

Definigao 21. Seja {\;}icr, Ai = |Ai|, uma familia de cardinais tal que A; N A; =
para © # j. Define-se:

Son e .

i€l

U

i€l

Proposicao 6. « - Z A= Z KA.

il el

Demonstracao. Basta notar que

Bx(U&):wa&)

m
Proposicao 7. Se \; = \; Vi,j € I, digamos, A; =~ AV iecl, |Al =M\, entdo
d o=\
el
Demonstracao. Note que
EZ&ZIJHQfo:W(LHQ>XA::UXAV:M-X
iel iel iel
m

Corolario 6. Se \; = N para todo i € N, entdo

Z/\i:NO'NO:NO-

1€EN
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6.3 Exponenciacao de ntimeros cardinais
Defini¢ao 22. Sejam k= |A| e A = |B|. Definimos
#r= AP =|{f: B —= A| f funcio}|.

Exemplo 13. Sejam n e m niumeros naturais. Entao,

m m m
exponenciacdo de cardinais exponencia¢do usual de nimeros

Demonstraremos essa relagao por inducao em m.

m =0 n' ={f:0—-n}=1= n°
exponenciag¢ado de cardinais exponenciag¢do usual de numeros

H. I.: Suponhamos que existem n™ fungoes de m em n.

Tese: Hd n™* fungoes de m +1 em n.
Por hipdtese indutiva, existem n™ funcoes de m em n. Para cada uma dessas
fungoes, temos n opgoes de imagem para m € m + 1. Assim, existem n-n™ = p™!

fungoes de m + 1 em n.

Teorema 18. 2% = ¢,

Demonstragdo. Temos 2% = |{f : N — {0,1} | f funcdo}| e ¢ = |R| = [(0,1)].
Mostraremos que existe um fungao injetora de 2% em (0, 1) e existe uma fungao injetora
de (0,1) em 2%, donde, pelo Teorema de Cantor-Bernstein-Schroeder, concluiremos que

2N ~ (0,1), ou seja, 2% = ¢,

(0,1) < 2N: construiremos uma funcio injetora de H : (0,1) — 2Y. A fungao sera
definida usando-se expansao binaria dos ntimeros reais. Por exemplo, associaremos o
nimero cuja expansao binéria é

0.1100010. ..

a funcao em 2V cuja sequéncia sucessiva de termos é
(1,1,0,0,0,1,0,...).
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Em geral, dado z € (0, 1), seja
H(z) :N—{0,1}

a fungao cujo valor em n é o (n 4 1)-ésimo bit de z (ou seja, o (n + 1)-ésimo digito de

z na expansao binaria). Note que existem ntimeros cuja expansao binaria nao é tnica:
1
0.1000...=0.01111... = 7

Para evitarmos ambiguidade, convencionamos sempre tomar a expansao binaria que
termina com infinitos 1’s para os nimeros que possuem mais do que uma expansao

binaria. A fungao H assim definida é claramente injetora.
2N < (0,1): Defina F : 2Y — (0, 1) por: dada uma funcio g : N — {0,1} em 2, defina
F(g) € (0,1) como sendo o ntimero r cuja expansao decimal é

r=0,rry...,

onde r; = g(1).

Teorema 19. Sejam {k;}icr € {\i}ier familias de cardinais tal que k; < X\;, Yi. Entao,

Z/fi SZ)\i € HMSH)\@'

icl icl il el

Demonstragao. Sejam k; = |A;|, \i = |Bi| etal quei # j = A,NA; =0 ¢ BiNB; = 0.

Primeira parte: Como k; < \;, existe f; : A; — B; injetora, para cada ¢ € I. Considere

icl el

dada por: para a; € A;, F(a;) = fi(a;) € B;. Como A; N A; = () para i # j, tem-se
que F esta bem definida. Também, a injetividade das f;’s e o fato de B; N B; = () para

i # 7 nos garante que F' é injetora.

Z/ﬂ < Z/\i'

icl icl
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Segunda parte: Agora, queremos uma fungao injetora G : H A — H B;. Utilizando
iel iel
as funcoes injetoras f; : A; — B;, faremos o seguinte: dada g € [],.; A;, ou seja,

g: 1 — UA“ tal que ¢g(i) € A;, paratodo i€ I,

iel

definimos G(g) € H B; pelo seguinte
icl

Gg): I —|JB;

onde

G ¢é injetora:

G(Ql) = G(92)

P (i) = gali), Vied

- g1 = go.

. ITI:K@ f; ]?I Ai. ]

iel iel
Proposicao 8 (Propriedades da Exponenciacao). Sejam k, i e A cardinais quaisquer.
Entao:

1. & kH = MU (Ver exercicio 3, pdgina 32).

2. (Generalizagao) Dada uma familia {\;}icr de cardinais,

H K‘IAZ — /{(ZiEI AL)‘

i€l
8. kMt = (k- ). (Ver exercicio 1, pagina 56).

4. (Generaliza¢ao) Dada uma familia {r;}icr de cardinais,

I+ - (1)

iel el

(Ver exercicio 1, pagina 36).
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5. (kM) = k#A. (Ver exercicio 4, pdgina 36).
6. k <= r<p
7. X< p= k) < K", desde que k # 0.

Demonstracao. 6. Sejam r = |A|, p = |B| e A = |C|. Supondo a existéncia de uma
funcao injetora f : A — B, queremos provar a existéncia de uma fung¢ao injetora

F: A°® — B¢ Veja que

AY ={a:C = A | o funcio}

BY ={p3:C — B | B fungio}.

Uma maneira “natural” de definir F' é:

a€ A% Fla) = foa.

A—f>B

aT AL):foa

C

F' ¢é injetora: Suponha F(ay) = F(az), ouseja, foa; = foas. Entao, f(ai(z)) =
f(az(x)), para todo x € C. Como f é injetora, conclui-se que () = as(z),

para todo xz € C, ou seja, a; = ao.

/{)\ S M)\'

7. Sejam k = |A|, p = |B| e A = |C|, com A # (). Supondo f: C' — B uma fungao
injetora, queremos mostrar a existéncia de uma funcao injetora F : A® — AB.
Como A # 0, fixe ag € A e defina F : A — AP por

a € A% — F(a) € AP

onde F(a) : B — A é dada por



DN

w

N

t

7

oo

Ne}

10

11

F' ¢ injetora: Suponha F(a;) = F(ay). Entdo, F(ay)(b) = F(a2)(b), para todo

b € im(f), concluindo-se que a1(c) = as(c), para todo ¢ € C, ou seja, a3 = as.

Exercicios

. Mostre que R = N, para todo n € N\ {0}.
. Mostre que m™ < Ny, para todo m,n € N.
. Mostre que ¢" = ¢ para todo n € N\ {0}.

. Mostre que

oMo — pRo — RN = Fo = ¢

para todon € N, n > 2.

. Seja f = |R¥|. Mostre que

para todon € N, n > 2.
. Considere o conjunto K = {f : R — R | f é continua}. Mostre que |K| = c.
. Mostre que f- f = f.
. Mostre que f" = f, para todo n € N\ {0}.
. Mostre que fY = f.
. Mostre que f¢= f.

. Mostre que f < f/.



6.4 Nao existe nenhum conjunto contendo todos os
cardinais

Teorema 20. Seja {k;}ic; uma familia de cardinais na qual nao existe elemento md-

Ry < Z:‘il’.

Demonstra¢ao. Dado um indice ig € I qualquer, considere a familia {\;};c; tal que

Aip = Ki, € A\; = 0 para ¢ # 7. Obviamente, \; < k;, V¢ € I. Segue do Teorema que

Z)\i SZ/%

ximo. FEntao, para todo 7 € I,

iel iel
ou seja,
Kig < E Ki
iel

qualquer que seja ig € 1.

Resta provarmos que a desigualdade é estrita. Suponha, por contradicao, que para

K; = ZI@.

algum i € I valha

Pelo que vimos,
Kig < Z k; = K;, para todo ig € I,
el
o que nos da que k; é elemento maximo, uma contradigao!.
Logo, k; < Z/{i, para todo j € I. O
iel
Corolario 7. Dada uma familia qualquer de cardinais, {K;}icr, existe um cardinal k

tal que k > ki, Vi € 1.
Demonstragao. lo. caso: {K;}icr tem um maior elemento r;,. Nesse caso, basta tomar

K = 2o,

20. caso: {K;}ies ndo tem um maior elemento. Pelo teorema anterior, k = E Ki > Kj,
el

Vjel
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Corolario 8. Nao existe um conjunto contendo todos os niumeros cardinais.

Demonstragcao. Suponha, por contradi¢cao, que exista um conjunto contendo todos os
nimeros cardinais. Entao,

C ={k |k é cardinal}

¢ também um conjunto. Pelo resultado acima, existe um cardinal A tal que
k<A,

para todo k € C. Mas A € C' (pois é cardinal). Logo,
A< A,

contradicao!

Portanto, nao existe nenhum conjunto contendo todos os ntimeros cardinais.

Teorema 21 (Teorema de Konig). Sejam {k;}icr € {\i}icr familias de cardinais tal

que k; < \;, Vi € 1. Entao,

Zﬁi <H)\,~.

icl i€l

Demonstragao. Sejam k; = |A;|, \i = |Bi|, com A;NA; =0e B;NB; =0, para j # i.

Por hipétese, para cada i € I, existe f; : A; — B; injetora, mas nao existe fungao
sobrejetora de A; em B;.

Assim, para cada i € I, escolha b; € B; tal que b; € B; — fi(A;).

Defina F': UA,- — HBi por

icl i€l
a€ A Fla): 1—| B
iel

onde

N fi(a)v sej=1
Pl = { K0 e

F é injetora: Sejam a,a’ € A; com a # o. Como f; é injetora, fi(a) # fi(d) e,

portanto, F(a)(i) # F(a')(i), acarretando que F'(a) # F(a').
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Agora, sejam a € A; e a’ € Aj, com j # i. Como A;NA; =0, a# da. Devemos
mostrar que F(a) # F(a’). Isto de fato ocorre pois F'(a)(i) = fi(a) e F(a')(i) = b; €
B; — fi(Ai), ou seja, F(a)(i) = fi(a) # b; = F(a') (7).

.. F' é injetora.

Devemos ainda mostrar que nao existe funcao sobrejetora de UAZ' em [[.., Bi.
icl
Suponha, por contradigao, uma funcao g : UAi — HBi sobrejetora. Para cada
iel iel
i € I, considere C; = {g(a)(i) | a € A;} C B;. Temos que C; # B; pois, do contrario,

a aplicagao
a€c A — gla)(i)

seria sobrejetora, contrariando a hipotese de que x; < \;. Assim, para cada i € I, existe

b; € B; tal que g(a)(i) # b;, para todo a € A;. Considere, entao, f: [ — U B; € H B;

iel iel
dada por

f(i) =bs
Como estamos supondo g sobrejetora, existe a € UAZ" ou seja, a € Aj, para algum
j €1, tal que !

f=g(a)
Consequentemente,

uma contradicao pois b; foi escolhido justamente nao tendo a propriedade de ser g(a)(j)
para algum a € A;.

Logo, nao existe aplicacao sobrejetora de U A em [[,.; Bi.
iel

Portanto, Z K < H A ]

i€l i€l
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Capitulo 7

Numeros ordinais

No capitulo 1, discutimos a existéncia de ntmeros de duas naturezas: os nime-
ros cardinais, que devem medir quantidade, e os ntmeros ordinais, que devem medir
posicao.

Relembre-se que para definirmos os ordinais, dividimos as boas-ordens em classes,

onde:
e Uma relagdo < em um conjunto A é uma boa-ordem se:
1. a < a para todo a € A (reflexibilidade).
2. a<beb<centao a < ¢ para todo a,b,c de A (transitividade).

3. a<beb<aentdo a = b para todo a,b de A (anti-simetria).

4. Para todo S C A tal que S # (), existe zq € S tal que zg < z, para todo

x € S (qualquer parte dela que contém algum elemento contém um minimo).
e (Defini¢ao 5, Capitulo 1) Sejam (A, <,) e (B, <p) boas ordens.
A~ B<«<=d f:A— B, f bijecdo, tal que a <4 b= f(a) <p f(b).

Nessas condigoes, dizemos que A e B sao do mesmo tipo de ordem.

e Dadas as defini¢oes acima, provamos que a relacao acima divide os conjuntos
bem ordenados em classes de equivaléncia e, entao, colocamos a Definicao 6: Seja
(A, <) um conjunto bem ordenado. Definimos o tipo ordinal (tipo de ordem)

ou nimero ordinal de A como sendo qualquer conjunto B tal que B ~ A.

Notagao: A ou t.o. A.
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Continuamos agora com o seguinte.

7.1 Soma de ordinais

Defini¢ao 23. Seja a um ordinal. Seja o' = aU {a} com a ordem de v estendida de

modo que B < «, para todo B € «. Dizemos que o' € o sucessor de a.

Exemplo 14.

0 =10

00 = 0u{0}=0u{o}={0}=1

n' = nu{n}={0,1,....n—1}U{n} ={0,1,....n—1,n} =n+1
W= wU{w}={0,1,.. }U{w}={0,1,..., 0w} =w+1

Definicao 24. Sejam « e 5 ordinais. Considere (o x {0}) U (8 x {1}) ordenado da

sequinte forma:

(a,i) < (b,j) se i=0ej=1, ou

se t=7ea<hbh.

Essa é uma boa ordem em (o x {0}) U (8 x {1}). Entao, com essa boa ordem (<),

definimos

a+ = ((ax{0}) U (B x{1}),<).

Exemplo 15. w+1=w':

w+1:(0,0) < (1,0) < (2,0) <+ <(0,1).

.

N
mesmo tipo de ordem que w’

1+w=w:

N

-
mesmo tipo de ordem que w

Portanto, a soma de ordinais nao é comutativa.
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7.2 Multiplicacao de ordinais
Definicao 25. Sejam « e 8 ordinais. Considere o X B com a sequinte ordem:
(a,b) < (¢,d) <=b<gdoub=dea<,ec

(<) € uma boa ordem em o x 3.

Definimos o - f = {«a x 3, <).

Exemplo 16. n-m =7

{(0,0) < (1,0) < < (n—10)<
0,1) < (1,1) < < (n—-11)<
n-m= . .
O,m-1)< (I,m-1)< ...< (n—1,m—1)}
Em termos de ordem, é o mesmo tipo de ordem de nm = {0,1,... ,nm — 1}.
2-w="7¢

2w = {(0,0) < (1,0) < (0,1) < (1,1) £ (0,2) < (1,2) < -}

Em termos de ordem, é o mesmo tipo de ordem de w.

Portanto, 2 -w = w.

Vejamos agora w - 2:
wx2={(0,0)< (1L,0) < (2,0) << (0,) < (L)< (21) <}

Em termos de ordem, é o mesmo tipo de ordem de w + w.
Portanto, w -2 = w + w.
Vemos, assim, que 2 -w # w -2 e, portanto, a multiplicagio de nimeros ordinais

nao € comutativa.



Exercicio:

Prove que, para todo nimero natural n, n # 0,

Observacao 6. Nem sempre vale (o + )y = ay + B:

(24+3)w =5w =w # 2w+ 3w = w + w.

7.3 Restringindo ordinais a determinados conjuntos
bem ordenados

Seréd extremamente ttil em nossa discussao sobre boas ordens se pudermos atribuir
um “namero” a cada estrutura bem ordenada de modo que esse “mega o seu compri-
mento”. Duas boas ordens devem receber o mesmo nimero se sao isomorfas, ou seja,
se existir entre elas uma bijecdo que preserve ordem. A situacao é muito parecida
com a nossa discussao sobre nimeros cardinais, onde dividimos os conjuntos segundo
a relacao de equipoténcia e em cada classe gostariamos de tomar um representante de
modo que esse seria o cardinal que determina essa classe. Seguimos com a seguinte

redefini¢ao:
Definicao 26. Um conjunto o é um ordinal se:
1. « € transitivo (isto é, a €b € a = a € «).

2. « é bem ordenado pela relagao de pertinéncia (€) (V a,b € a, a < b <= a =
bouachbh).

Teorema 22. Todo nimero natural € um ordinal.
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Demonstrag¢ao. A demonstragao sera feita por indugao em n.
0 é um ordinal por vacuidade.
Tomemos, por hipotese de indugao, que n é um ordinal (segundo a Definigao e

mostremos que n + 1 =n U {n} é um ordinal:

1. Sejam a € b € n+1 e devemos provar que a € n+ 1. Se b € n, como n é ordinal,
a € n e, portanto, a € nU{n} =n+ 1. Outro caso ¢ quando b = n. Nesse caso,

aenCn+1e, assim, a€n+ 1.

2. Pela propria construgao de n + 1, temos que a relagao de pertinéncia nos d4 uma

boa-ordenacao em n + 1, sendo

0ele2e---€n.

Portanto, n + 1 é um ordinal.

Logo, todo ntimero natural é um ordinal. O]

Observagao 7. De modo geral, se a é um ordinal entao o/ = o U {a} é um ordinal.

Proposicao 9. Se «a € ordinal e 5 € o entao B C «.

Demonstracao. Seja o um ordinal e seja § € a. Seja a € [ qualquer. Como « é

ordinal, o é transitivo. Logo,
a€efeEa=aca.

Logo, B C «a.

Teorema 23. Se « € ordinal e € a entao 8 € ordinal.
Demonstracao. Sejam a um ordinal e § € «. Entao:

1. 8 é transitivo: sejam a € b € [ quaisquer. Como « é transitivo, conclui-se que

b € a. Aplicando agora a transitividade de o a a € b € «, conclui-se que a € a.
Assim, a,b e B sao elementos de « e satisfazem a € b € . Como «a é bem

ordenado pela relagao de pertinéncia, segue que a € f3.

Portanto, 8 é transitivo.
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2. B é bem ordenado pela relagao € pois § C o e o o é.

Portanto, 5 é ordinal. ]

Vimos que se a ¢ um ordinal entao o = aU{«a} é também um ordinal. Na verdade,
o' é o menor ordinal maior do que «, ou seja, se [ é um ordinal tal que o € 3

entao =o' ou o € 8. E o que demonstraremos abaixo.

Proposicao 10. Seja o um ordinal. Entao o é o menor ordinal maior do que o no

sentido de que se 8 € um ordinal tal que o € B entao 5 =o' ou o € 5.

Demonstragao. Seja /5 um ordinal tal que a € 8. Pela Proposi¢ao [, o C 3. Portanto,
o = aU{a} C B. Nesse caso, se o/ = 3, acabou! Caso contrario, temos que o C 3,
mas também existe t € 5 tal que t € o/, ou seja, t # a et € a. Como « e t sdo

elementos de (3, o qual é ordinal, uma das seguintes possibilidades acontece:
a=t, ou o€t, oute€Ea.
Dado que t # « e t € «, necessariamente « € t. Logo,
S={bepf|acb}

¢ um subconjunto nao vazio de (8 e, portanto, possui menor elemento, digamos, tg.
Afirmagao: to = o/. De fato, a situagdo é que a € tg, to é ordinal (Teorema ,
consequentemente o C t; e, analogamente ao que fizemos com f3, se o’ # tg, existiria
t € ty tal que a € t, mas ty € o menor elemento de 5 que é maior do que «, uma
contradigao. Portanto, to = o e, assim, o’ € .

m

Definigao 27. Sejam « um ordinal e A C . A € chamado de um segmento inicial

de a se existe § € a tal que

A={a€a|acp}
Proposicao 11. Todo segmento inicial de um ordinal € um ordinal.

Demonstra¢ao. Se « é ordinal e 8 € «, ja vimos que ( é ordinal. Se A={a€a|ac€

B}, como f C a, A= (3. Logo, A é ordinal. ]
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Proposicao 12. Seja a um ordinal. Os tinicos segmentos iniciais de a sGo os elemen-

tos de a.

Demonstracao. Segue da demonstracao da proposicao anterior.

Abaixo, provamos que o primeiro elemento de qualquer ordinal nao vazio é o 0.
Teorema 24. Seja o um ordinal diferente de 0. Entdao, o menor elemento de a € o 0.

Demonstra¢ao. o # 0 significa a@ # ). Seja ag 0 menor elemento de «. Queremos
provar que ag = 0, ou seja, que ag = (). Suponha, por contradicao, que ay # 0 e seja,
assim, t € ag. Como « é transitivo, segue que t € «, contradizendo que ag é o menor
elemento de a.

Portanto, o menor elemento de qualquer ordinal nao nulo ¢ o 0. O

Proposicao 13. Sejam « e  ordinais e suponha [ : o — B uma bijecao que preserva

ordem. Entao o = 3.

Demonstracao. Se a = 0 = () entao é claro que 8 =0 = (.

Suponha a # 0. Entao, também [ # 0 e, assim, pelo teorema anterior, 0 € «,
0 € 5 e, como f preserva ordem, f(0) = 0.

Agora, seja t € a e suponha que a = f(a) para todo a € t. Mostremos que t = f(t):
Seja a € t qualquer. Entdo, a = f(a) € f(t) (pois f preserva ordem). Logo, t C f(t).
Reciprocamente, seja b € f(t) qualquer. Como  é transitivo, b € 5. Como f é bijegao,
existe a € a tal que f(a) = b, e como f preserva ordem, a € t. Logo, b= f(a) =a € t.
Portanto, f(t) =t se f(a) = a para todo a € t.

Como consequéncia, temos que, para todo t € a, t = f(t): suponha, por contra-
digdo, f(t) # t para algum t € « e seja, entdo, ty € a 0 menor elemento com essa
propriedade. Como f(0) = 0, ¢ty # (). Entao, para todo t € to, f(¢t) = t. Mas isso, pelo
acima exposto, implica que f(ty) = ty, uma contradi¢ao!

Portanto, f(t) = t para todo t € «, donde concluimos que = /3, uma vez que f é
bijecao.

O
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Para continuarmos a nossa discussao sobre ordinais, mostraremos que essa classe

de conjuntos satisfaz a tricotomia.

Teorema 25. Dados ordinais o e [3, tem-se uma, € somente uma, das sequintes con-
di¢oes satisfeita:

a=p0p, ou a€ B, ou BEa.

Demonstracao. A ideia é parear os elementos de oo com os de S da maneira mais natural:
o primeiro elemento de o com o primeiro elemento de 3, o segundo elemento de o com
o segundo elemento de 3, e assim por diante. Eventualmente, acabam os elementos de
um lado ou do outro. Se exaurimos todos os elementos de « e [ simultaneamente, é a
situagao em que a = . Caso contrario, um conjunto serd exaurido antes do outro e,
entao, teremos as situacao o € f ou € a.

Esse pareamente entre o e [ seré feito por inducao transfinita. Seja e algum ele-
mento que nao estd nem em « e nem em (. Por indugao transfinita, existe uma tinica
funcao

F:a— puUd{e}
tal que para todo t € a tem-se

F(t) = { o menor elemento de § — {f(a) | a € t}, se existir
e, c.c.

Caso 1: e € im(F). Seja a € a 0 menor elemento de « tal que F(a) = e. Nesse caso,
afirmamos que F|, : a — [ é uma bijegao que preserva ordem e, entdo, pela Proposigao
13} a = 8, donde S € a.
Caso 2: im(F') = 8. Nesse caso, F' : @« —  é uma bijegao que preserva ordem. Pela
Proposicao 13|, a = 5.
Caso 3: im(F') ¢ um subconjunto proprio de . Seja b o menor elemento de 5 —im(F).
Afirmamos que im(F) = b e, assim, F' : @« — b é uma bijecdo que preserva ordem,
donde, pela Proposic¢ao [13], conclui-se que a = b € S.

O

Definicao 28. Um ordinal o diferente de zero é um ordinal limite quando nao é

sucessor, isto ¢, nao existe ordinal 5 € « tal que o = 5.
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Exemplo 17. w é um ordinal limite.

Exercicios:

1. Se @ é um ordinal limite entdo w C « (isto é, w é o menor ordinal limite).
2. Se a é um ordinal limite e @ # w entao w' C a.

3. Seja o um ordinal limite tal que a@ # w. Entao w € a.

Proposicao 14. Seja O um conjunto qualquer de ordinais. Seja

Oz:U(’):{a\EIﬁGO : a € f}.

Entao o é um ordinal. Na verdade, o« € o menor ordinal maior ou igual a qualquer

elemento de O.

Demonstracao. Primeiramente, provemos que « é ordinal:

(i) « é transitivo: Sejam a € b € a. Como b € a, existe 5 € O tal que b € B. Assim,

a €be . Como B é transitivo, a € 8 e, portanto, a € .

(ii) @ é bem ordenado por €:

e ada, Vaca.

e Sejam a,b,c € «a tais que a € b € ¢. Como ¢ € «, existe f € O tal que ¢ € .
Como f é transitivo, b € 3 e, por conseguinte, tendo a € b € (3, a transitividade
de (B nos garante que a € (3. Assim, a,b e ¢ sao elementos de . Como [ é

bem-ordenado por €, segue que a € c.

e Resta provarmos que toda parte nao vazia de « possui elemento minimo. Seja

ACa, A#(). Seja € A qualquer e considere

S={yeA|yep}

63



Se S = (), dado o Teorema (tricotomia para ordinais), significa que § é o
menor elemento de A. Se S # (), dado que S C 8 e 8 é boa ordem, seja v € S
o menor elemento de S. Afirmamos que 7 é o menor elemento de A. De fato,
se existir ( € A tal que ( € 7, terfamos ¢ € v €  implicando em ¢ € 3, donde
seguiria que 7 nao é o menor elemento de S, uma contradicao. Portanto, v é o
menor elemento de A. Provamos, assim, que toda parte nao vazia de a possui

menor elemento.

.« é um ordinal.

Agora provemos que, para todo f € O, f € a ou f = a. Como ji provamos a
tricotomia para os ordinais, devemos apenas mostrar que nao é possivel ocorrer o € 3
quando 5 € O. Dado 8 € O, como a = |JO, f C «a. Se f = «, acabou! Caso
contrario, existe v € « tal que v € 3 e, assim, da tricotomia, § = v ou 8 € . Se

B =, acabou! Se g € v € «, da transitividade de «, § € a e, assim, acabou!

Para finalizar, queremos provar que se v é um ordinal tal que para todo 5 € O

tem-se § € vy ou B =7, entao a € y ou @ = . A condigao § € v ou f = y para todo

a=Jo={JBCH

BeO

B € O implica que

Se oo = =, acabou! Caso contrario, existe ( € 7 tal que ( € a. Entao, ( = a ou a € (,

os dois casos resultando em « € 7.
O

Conclusao: Dado um conjunto O constituido somente por ordinais,
a= U 6]

é o menor ordinal que é maior ou igual a todos os elementos de O.

Observacao 8. Em particular, se o € um ordinal, o € um conjunto de ordinais e,

Ja=Us

Bea

portanto,
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é um ordinal.

Em termos de reuniao, os ordinais limites podem ser caracterizados pelo seguinte:

Teorema 26 (Teorema de G. Modolo). « € um ordinal limite se, e somente se,

UOé:Oé.

Demonstra¢ao. Como 3 C a sempre que € « (pois a é ordinal), sempre temos valida

a inclusao

Assim, devemos provar que

se, e somente se, « é ordinal limite.
Suponha « um ordinal limite. Dado a € a qualquer, como « é ordinal limite, temos

a+1¢€a. E, assim,

aca+1c| /B

BEa

Reciprocamente, supondo

dado a € a qualquer, existe § € « tal que a € 8. Logo, =a+1oua+1¢€ 5. Em
qualquer caso, a + 1 € «, garantindo que « é ordinal limite pois, caso fosse sucessor,
terfamos o = a + 1 , para algum a € «, uma contradicao!

Portanto, temos a caracterizacao:

«a é um ordinal limite se, e somente se,

Exercicios:
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1. Na demonstracao da Proposicao , mostramos, em particular, que se A é um
conjunto de ordinais, A # (), entdo A possui um menor ordinal. Prove que esse

menor ordinal é nada mais, nada menos, do que

B=\~

yEA

2. Seja O um conjunto de ordinais que é transitivo. Prove que O é um ordinal.

Teorema 27 (Teorema de Burali-Forti). Nao existe um conjunto que contenha todos

os ordinais. Consequentemente, nao existe o conjunto dos niumeros ordinais.

Demonstracao. Suponhamos que exista o conjunto de todos os ordinais, denotado por

0. Mostremos que O é ordinal:

(i) O é transitivo: Sejam o € € O. Entao § é um ordinal e, consequentemente, «

também é um ordinal pois todo elemento de um ordinal é um ordinal (veja Teorema

23). Ou seja, a € O.

(ii) O é bem ordenado por €:

a) € é nao reflexiva,

b) € é uma relagao transitiva sobre O: Sejam «, 8,7 € O tais que a € 5 € . Como

v € ordinal, segue que o € ;

¢) Por fim, seja A C O, A # (). Ja provamos que A possui um menor elemento, a

saber,

Ak

YEA

Conclus@o: O é um ordinal. Segue que O € O (absurdo!)

Portanto, O nao pode ser um conjunto.
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O teorema acima ¢ também conhecido como paradoxo de Burali-Forti. Assim como
no paradoxo de Russel, ele nos mostra a inconsisténcia do uso casual de Cantor do
principio da abstracao, o qual permitia, por exemplo, falar do “conjunto de todos os
ordinais”. O teorema foi publicado em 1897 por Burali-Forti, e foi o primeiro dos

paradoxos da teoria dos conjuntos a ser publicado (|2]).

Observacao 9. Nossas conclusoes mostram que se existe o conjunto de todos os ordi-
nais finitos entdo existe um (menor) ordinal infinito (w).
Analogamente, se_existe o conjunto de todos os ordinais infinitos enumerdveis (w, w—+

L,w+2,...), entdao existe um (menor) ordinal nao-enumerdvel (wy), e assim por diante.

Defini¢ao 29. De modo geral, se (A, <) € uma boa-ordem et € A, o conjunto
segt={r e A|x <t}

€ chamado de segmento inicial determinado por t.

Exercicio
1. Seja (A, <) uma boa-ordem e considere o conjunto
B={segt|te A}
munido da relacao inclusao de conjuntos.

(a) Mostre que (B, C) é uma boa-ordem.

(b) Mostre que existe um isomorfismo de ordem entre (A, <) e (B, C), ou seja,

uma bijecao que preserva ordem.

67



Seja (A, <) uma boa-ordem. Seja tg o menor elemento de A. Entao, definiremos
E(ty) como sendo o ordinal

E(to) = Seg to = 0.

Agora, dado t € A, suponha definido o ordinal E(a) tal que (seg a,<) é isomorfo a
E(a), para todo a < t. Defina E(t) como sendo

E(t) = {E(a) | a < t}.

Entao:

(i) E(t) é transitivo: Sejam b € E(a) € E(t), onde a < t. Por hipotese, E(a) e seg a

sao isomorfos. Logo, existe s € A, s < a tal que E(s) = b. De s < a < t segue que
s <te,assim, E(s) =b¢€ E(t).

(ii) E(t) ¢ ordinal: segue do fato de que todo conjunto de ordinais que ¢é transitivo é

um ordinal.

(iii) E(t) é isomorfo a (seg t, <), ou seja, existe, entre eles, uma bijegdo que preserva

ordem:

seg t — E(t)
a€segt— Ea)

é uma bijecao que preserva ordem.

Por fim, tome o = {E(¢) | t € A}.
Teorema 28. Com a constru¢ao acima:
a) a € um ordinal.

b) E: A — « dada por
t— E(t)

€ uma bijecao que preserva ordem.

Demonstragao. a) Para provarmos que a é um ordinal, como « é um conjunto de
ordinais, basta provarmos que « ¢é transitivo. Sejam § € v € a quaisquer. Entao,
v = E(a), para algum a € A. E, como € E(a), pela construgdo de E(a), 5 = E(b),
para algum b € A, b < a. Portanto, § € a.

68



b) A funcdo E é claramente sobrejetiva. Basta, entdo, provarmos, que ela preserva

ordem, o que ocorre exatamente pela definigdo de E(t). O

Exercicios:

1. Prove que existe no maximo um isomorfismo de ordem entre conjuntos bem-

ordenados.

2. Prove que um conjunto bem ordenado nao ¢ isomorfo a nenhum de seus segmentos
iniciais.

7.4 Redefinicoes

7.4.1 Soma de Ordinais

a+0 = «
a+p = (a+p8)

E se 8 é ordinal limite entao

a+5:Ua+7.

vEB

Exemplo 18. Por definicao,
wtl=w+0=(w+0)=u"
Por outro lado, também por definicao,

1+w:U1—|—n:w.

new
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7.4.2 Multiplicacao de ordinais

a-0 = 0
a-f = a-B+a

E se 8 é ordinal limite entao

a-ﬂzUa-fy.

vEB

Exemplo 19. Por definicao,
w2=w-'"=w-1l4+w=w+w.

Por outro lado, também por definicao,

2-w:U2-n:w.

new

7.4.3 Exponenciagao de Ordinais

a =1

/

¥ = o«

E se 8 é ordinal limite entao

of = Uoﬂ.

vEB

2W:U2":w.

new

Exemplo 20.

owtl 9w _ 9w .9 — (). 2 =+ w.

Exercicio: Prove que
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Teorema 29. Dados ordinais o, (3,7,
1. (a+B)+y=a+(B+7).
2. (- B)-y=a-(8-7).

S a+0=04+a=a.

Demonstracao. Exercicio.

0O
7.5 Relacoes funcionais continuas, monétonas e nor-
mais

Definigao 30. Seja t uma relagao funcional que a cada ordinal o associa um (inico)

ordinal t,,. Dizemos que:

e t € mondtona se: o € B =1, € lg.

o t ¢ continua se: ty =\ J{ts | B € \} sempre que \ € ordinal limite.

e { & normal se: t € mondtona e continua.

Exemplo 21. t, = a + 1 € mondtona mas nao € continua. De fato, veja que t, =
at+l=a+0=(a+0)=d=aU{a}. Pela Proposicio[ll, se o € B entio f =
ou o € B. No caso em que 8 = o', como B € ', seque que o/ € 3. No caso em que

o € B, como B € p e € transitivo, seque que o € B'. Portanto,
aef=defp,

ou seja, t € mondtona.
t nao € continua: w € um ordinal limite, t, = w+1 e J{t, | n e w} =J{n+1|n e

w=w#w+1.
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Teorema 30. Seja t continua e tal que t, € toy1 para todo o. Entaot é mondtona e,

portanto, normal.

Demonstragao. Por hipotese, t é continua e satisfaz t,, € t,,1 para todo a. Queremos
provar que ¢ ¢ monétona, ou seja, que t, € tg sempre que o € . Faremos isso por
inducao em (. Logico que para = 0 a sentenca é verdadeira. Suponhamos, entao,
que

aey=tyet, (Vyep).

Temos dois casos a considerar para [3.

Caso 1: [ sucessor. Nesse caso, § = d+ 1 = § U {0} para algum §. Por hipotese de

inducao,

a€d=t, € ts.

Seja a € B qualquer. Entao, a € § ou a = §. Se a € § entao, por hipotese indutiva,
to € t5. E, por hipotese, ts € t511 = tg. Por transitividade de tg, t, € t3. Se a = 9,
por hipotese, t, = t5s € ts11 = t5.

Caso 2: (8 é ordinal limite. Nesse caso, como t é suposta continua,

ts = Jt

v€EB

Seja o € B qualquer. Como 3 ¢é ordinal limite, « + 1 € 3. Logo, ta+1 C tg. Como
ta € tay1, S€gUE que t, € 3.
m

Teorema 31. Set é normal e S é um conjunto nao vazio de ordinais entao

tus = J{ta | @ € S}

Demonstragao. Se U S for um ordinal limite, como ¢ é continua,
tys= | ta
BelUs
Assim, nesse caso, queremos provar que
U ts= Ut
pelU s aes
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U tg C U te:  Seja a € U tp qualquer. Entao a € tg, para algum 8 € US.
Bely s a€sS BelU s
Assim, a € tg, com 3 € a, algum a € S. Como ¢t é monoétona, tg € t,. Da transitividade

de t,, segue que a € t,. Portanto, a € t,, para algum a € S.

S U tsc Ut

seUs acs

U to C U tg: Sejaa € U to qualquer. Entao, a € t,, para algum a € S. Como
aEesS BelUs acs

a € 5, segue que a C US e, consequentemente, a = US ou a € US. Caso
S U S, segue que

pois a € t,, onde o € US . Caso a = US , entao « é ordinal limite, pois estamos
supondo que U S é ordinal limite. Com « sendo ordinal limite e ¢ sendo continua,

to = U ty. Logo, a € t,, para algum v € . Como o = US, existe § € S tal que
YEQ

v € 3, acarretando que v € U S. Logo,

a <€ U tﬂ.

BeUs

S Utec U s

aEeS BeUs

Logo, no caso em que U S é ordinal limite, provamos que

tus = J{ta | @ € S}.

Analisemos, agora, o caso em que U S é um sucessor, ou seja,

Js=d¢=5u{s}

para algum ordinal §. Assim,

tusg =ty

e queremos provar entao que

ty = U{ta ’ o€ S}
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Como US =9 =0U{d}, segue que d € a para algum o € S. Logo, & = a ou § € a.
Caso ' = a, ty = t, C U{ta | @« € S}. Caso §' € a, como t é monétona, ty € t,,
implicando que ts C t, C U{ta | @ € S}. De qualquer modo,

ty €| J{ta | @ € S}.

Para a outra inclusao, a € S qualquer. Temos

aclJs=0u{s}

donde
aCd ou 6€a.

Se o C 9, entdo @ = § ou a € ¢ e, por sua vez, tanto a = § quanto a € § implicam que

to € ts, donde t, C ts. Provando assim que
to Ctsy, Yaes.

Portanto,
J{ta | €8} Cty.

Mostramos, assim, que

tsyr = U{ta ’ o€ S}

Exercicios:

1. Dados ordinais « e 3, usaremos a notagao o < (3 para significar que a € 3 ou

a = . Demonstre que:

(a) Se t é normal entao a < t,, para todo a. (Dica: Por indugao em «.)

(b) Se t é normal, entdo existem pontos fixos de ¢ arbitrariamente grandes, ou
seja, (V B)(3 «) tal que f < a e t, = a. (Dica: dado um ordinal 3, defina

indutivamente a sequéncia enumerédvel de ordinais: ag = 8, a1 = g = t4,,
o0

oy Qg1 = o,y ). Seja a = U a, e mostre que t, = «.)

n=0
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Considere S, a relagao funcional dada por S, (8) = a + 8. Entao:

Sa(0) = a=a+0
Sa(f) = a4+ =(a+p) =S.(p)

Sa(A) = a+ A= U(a +0) = U Sa(B), se A é ordinal limite.
BEX BeA

Assim definida, S, é normal V a:

continuidade: direto da definigao.

monoticidade: S, (8 + 1) e Sa(B) + 1 e, claramente, S, (8) € So(8) + 1.

Segue que S, é monodtona.

Corolario 9. Sejam «a, 8 e v ordinais quaisquer.
a) Bevy= a+ € a+y (pois S, € mondtona,).
b) a+f=a+y= B =r1.

Demonstragao. b) Se 3 # v entdao € v ou vy € 5. Caso 8 € 7, como S, é mondtona,
a+f € a+~ (contradigao!). Analogamente, se y € 5 entdao a+v € a+f (contradi¢ao!).
Portanto, a + f=a+v= [ =1. O

Observagao 10. Note que f+a = v+a=~  =. Por exemplo, 1 +w =2+ w = w,
mas 1 # 2.

Considere M, a relagao funcional dada por M,(5) = a - §. Entao:

Ma(0) = 0=a-0
M) = a-f=(a-B)+a=M,(B)+«

Mo(A) = a-A=|J(a-8) =[] Mai(B), se A ¢ ordinal limite.
BEX BEX
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Assim definida, M, é normal V o > 1:

continuidade: direto da definigao.

monoticidade: M,(8+1) poct M, (58)+« e, claramente, M, (5) € M,(8)+«a para o > 1.

Segue que M, é mondtona, se o > 1.

Corolario 10. Sejam «, 8 e v ordinais, o > 1.
a) Bey= a-f€a-v (pois M, é mondtona).
b) a-f=a-v=[=1.

Demonstra¢ao. b) Se 3 # ~ entdao € v ou vy € 8. Caso 8 € 7, como M, é mondtona
(¢ # 1), a-f € a -~ (contradigdo!). Analogamente, se v €  entdo a -7y € a - f3
(contradigao!).

Portanto, a - f = a -y = =~ quando o > 1. O

Observagao 11. Note que 1 -w =2 -w = w, porém 1 # 2.

Considere E, a relacio funcional dada por E,(8) = . Entdo:

E,0) = 1=a’
Es(8) = o =(a’)-a=E.pB) a

E,\) = a*= U(&ﬂ) = U E.(B), se A é ordinal limite.
BEX BEX

Assim definida, E, é normal V o > 2:

continuidade: direto da definigao.

monoticidade: E,(8 + 1) e E.(B)-ae, paraa>2, E,(8) € E,(f) - a.

Segue que E, é mondtona, se o > 2.

Corolario 11. Sejam «, 8 e v ordinais, o > 2.
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a) B €v= af € a” (pois E, é mondtona, desde que o > 2).
b) o =’ = B =1.

Demonstra¢ao. b) Se 5 # v entdo 5 € v ou y € 5. Caso 8 € 7, como E, é monotona
(a #2), o’ € o (contradicdo!). Analogamente, se v € 3 entdo a” € o (contradicao!).

Portanto, o® = " = 3 = v quando a > 2. n

Observagao 12. Note que 2 = 3 = w, porém 2 #* 3.

Exercicio:

1. Prove, por indugao em 7, que para o > 1 e 3,y quaisquer, tem-se :

(a) & - a7 = aft.

(b) ()7 = a7

7.6 Um pouco mais sobre o Axioma da Substituicao

Se H é uma fungao e A é um conjunto, entdo H(A) é um conjunto pois esté contido
no contra-dominio da func¢ao, que é um conjunto. Agora, considere H algo como uma
“funcao entre classes” e nao uma func¢ao no sentido usual, entre conjuntos, ou seja, H é

uma classe de pares ordenados que satisfaz a condicao que temos para funcoes de que
(x,y),(x,2) € H—=y = z,

exceto que H nao é necessariamente um conjunto. A pergunta que se coloca é a
seguinte: é verdade que, ainda assim, se tomamos A um conjunto, H(A) é conjunto?
O Axioma da Substitui¢ao ird nos dizer que sim. Na Teoria de Conjuntos de Zermelo-
Fraenkel, nao podemos nos referir a uma classe H; em vez disso, utilizamos uma férmula

¢ que define H.
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Axioma da Substituicao: Para toda formula ¢(z,y) ndo contendo a letra B, o

seguinte é um axioma:

VA[(Vz € A) Vi Vya(p(@, y1) A @@, y2) = y1 = o)
— dAB Vy(y € B <= (Jz € A) p(z,y))].

Para traduzir o Axioma da Substituicao em palavras, defina a classe

H=A{(z,y) | v € AN ¢(z,y)}.

Entao, a hipotese do axioma,

(Vz € A) VyriVya(o(z, 1) A p(z,92) = y1 = 1),
nos assegura que H é uma funcgao entre classes. E a segunda linha,
dB Vy(y € B <= (Jz € A) ¢(x,y)),

nos assegura que, se colocamos

B={y|BreA) olr,y)}=HA),

entao B é um conjunto.

Um outra forma alternativa de traduzir o Axioma da Substitui¢ao em palavras é
a seguinte: leia ¢(x,y) como “x nomeia y”. Entdo, a hipotese do axioma nos diz que
“cada membro de A nomeia no maximo um objeto”. E a conclusao nos diz que “a
colecao dos objetos nomeados é um conjunto”.

O nome “substitui¢ao” reflete a ideia de substituir cada x no conjunto A pelo objeto

por ele nomeado (se for o caso) de modo a obter o conjunto B.

Exemplo 22. Se A € um conjunto, entio {P(a) | a € A} € também um conjunto.
Basta tomar o(x,y) como sendo y = P(x). Isto €, cada x nomeia o seu conjunto
das partes. O Axioma da Substituicao nos diz que a colecao de todos os conjuntos das

partes dos elementos de um conjunto A forma um conjunto.
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Exemplo 23. Seja S um conjunto qualquer. Entdao, o Azioma da Substitui¢cao nos diz
que
{card x | x € S}

é um conjunto. Basta tomar a formula ¢(x,y) como sendo y = card x.

7.7 Teorema de Hartog

Defini¢ao 31. Dados conjuntos A e B, dizemos que B é dominado por A (e escre-
vemos B =X A) quando B é equinimero a algum subconjunto de A, ou seja, quando

existe um funcao injetora f : B — A.

Teorema 32 (Teorema de Hartog). Dado um conjunto A qualquer, ezxiste um ordinal

que nao € dominado por A.

Demonstracao. Existe uma forma sistematica de construir o menor tal ordinal .
Todo ordinal que é dominado por A é menor do que «, ou seja, € um elemento de a.
E, reciprocamente, todo ordinal menor do que « (ou seja, todo elemento de «), deve
ser dominado por A, uma vez que a é o menor ordinal nao dominado por A. Isso em

mente, decidimos tentar o seguinte:
a={f|f éumordinale =< A}.

A parte fundamental da demonstracao é garantir que « é um conjunto. Afinal de
contas, o teorema que estamos tentando provar é equivalente a afirmacao de que a nao
é a classe de todos os ordinais.

Defina
W ={(B,<)| BC Ae < ¢éuma boa ordenagao sobre B}.

Afirmamos que todo elemento de « é isomorfo a algum elemento de W. Assim, «a é, em
algum senso, nao maior do que W. De fato, seja f um elemento qualquer de . Entao,
existe uma bijecao entre S e algum subconjunto B de A, digamos, f : f — B. Agora,
existe uma boa ordenagao < de B sobre a qual a funcao f se torna um isomorfismo da

boa ordem (3, €) sobre a boa ordem (B, <):

reyef= flz) < f(y)
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Veja que W é um conjunto pois se (B, <) é um elemento de W entao
(B,<) € P(A) x P(Ax A).

Podemos, entao, usar o Axioma da Substitui¢ao para construir o conjunto £ dos ordi-
nais que sao isomorfos a algum elemento de W. A discussao inicial mostra que o C &
(na verdade, a = £.)

Vimos, assim, que « é um conjunto. Como « é um conjunto de ordinais, para

garantir que « é ordinal, basta mostrarmos que « é transitivo:
vyeEfeEa=~yCPA=y€a.

Veja que a nao é dominado por A pois, se o fosse, terfamos o € «, uma contradigao!

Para finalizar, mostraremos que a é o menor ordinal nao dominado por A: se nao o
fosse, existiria um ordinal g € « tal que 8 nao é dominado por A, mas, por construcao,
de 3 estd em « entao 8 é dominado por A.

Portanto, o assim construido é o menor ordinal nao dominado por A.

O Teorema de Hartog nao requer o Axioma da Escolha. O seguinte teorema, sim.

Na verdade, eles sao equivalentes.

Teorema 33 (Teorema da Boa Ordenagdo). Para todo conjunto A, existe uma boa

ordenag¢ao para A.

Demonstragao. Utilizaremos, aqui, o axioma da escolha, forma III:

Axioma da Escolha, III. Para todo conjunto A existe uma fungao F' (uma “funcao
escolha” para A) tal que o dominio de F' é o conjunto dos subconjuntos nao vazios de

A, e tal que F(B) € B para cada subconjunto nao vazio B C A.

Dado A um conjunto qualquer, seja G uma funcao escolha para A, e seja o um
ordinal nao dominado por A (que existe via Teorema de Hartog). Nossa estratégia
¢ ordenar A escolhendo primeiramente um menor elemento, depois o préximo menor
elemento, e assim por diante. Para a parte do “e assim por diante”, utilizaremos o
ordinal a. Grosso modo, como « nao é dominado por A, a é “grande o suficiente” de

modo a conseguirmos exaurir A antes de chegarmos ao fim de a.
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Seja e algum elemento que nao estd em A. Usaremos recursao transfinita para
definirmos uma fungao F': a — AU {e} tal que, para todo v € a,

GA—{F@)[ten}), se A={F(t)[tery}#0

e, c.c.

Ply) = {

Em outras palavras, F(7) é o elemento escolhido de A — {F(t) | t € v}, até exau-
rirmos A.

Veja que se e & im(F) entao, dados v € 5 € a, F(y) # F(f), acarretando em
F' injetora, o que contradiz a condicao de a nao ser dominado por A. De fato, se
e & im(F), entdao F(v) # e e F(B) # e. Da definicao de F, segue que F(v) # F(B)
pois, nesse caso, F'(f) é um elemento de A—{F(t) |t € B} e F(y) € A—{F(t) |t € 5}
uma vez que y € (.

Seja d o menor elemento de « para o qual F'(0) = e. Entao,
A={F(t)|ted}

e, pelo raciocinio anterior, F'|, : v — A é injetora e, consequentemente, uma bijegao.

Isso induz uma boa ordem sobre A, a saber:

F(B) < F(v) para € v € 4.

Assim, F|, é um isomorfismo entre as boas ordenacoes (7, €) e (A4, <).

Exemplo 24. O Teorema da Boa Ordenagao garante, por exemplo, que existe uma boa
ordem para o conjunto R dos nimeros reais. E claro que a ordem usual sobre R néo é
uma boa-ordenacao e, portanto, essa boa ordenacao que existe para R hd de ser distinta
da usual. Qual seria ela? Veja que temos um teorema que garante a sua existéncia
mas ndo nos dd pistas de como ela deve ser. E inteiramente possivel que ndo haja
uma formula da linguagem da teoria dos conjuntos que defina explicitamente uma boa

ordenacao sobre R.

Corolario 12 (Teorema da Enumeragao). Todo conjunto € equinimero a algum ordi-

nal.
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O Teorema da Enumeracao produz uma definicao satisfatéria de namero cardinal.

Definigao 32. Para um conjunto A, defina o nimero cardinal de A (|A|) como

sendo o menor numero ordinal que € equinumero a A.

Teorema 34. a) Dados conjuntos A e B,

|A| = |B| <= A ¢é equinimero a B (A~ B).

b) Para um conjunto finito A, |A| € o inico nimero natural equinimero a A.

Demonstragao. a) Primeiramente, veja que, pela definicdo, A ~ |A|. Logo, temos

imediatamente que

|A|=|B|= A~ B.

Reciprocamente, se A ~ B entao todo ordinal que é equiniimero a A é também equi-

namero a B, e vice-versa. Logo, |A| = |B|.

b) Se A é finito, por definigao, existe n € N tal que A ~ n. Esse nimero natural n
¢ inico pois ntimeros naturais distintos ndo sao equintimeros. Logo, n = |A].

]

7.8 Conclusao da demonstracao do Teorema (17

No Capitulo [5 enunciamos o Teorema [I7] o qual afirma serem equivalentes:

1. Axioma da Escolha, I. Para toda relagao R existe uma fungao F' C R com

dom F' = dom R.

2. Axioma da Escolha, II. O produto cartesiano de conjuntos nao vazios é sempre
nao vazio. Isto é, se H é uma fun¢ao com dominio I e se (Vi € I) H(i) # 0,

entao existe uma fungao f com dominio I tal que (Vi € I) f(i) € H(3).
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3. Axioma da Escolha, III. Para todo conjunto A existe uma func¢do F' (uma
“fungdo escolha” para A) tal que o dominio de F' é o conjunto dos subconjuntos

nao vazios de A, e tal que F(B) € B para cada subconjunto nao vazio B C A.

4. Axioma da Escolha, IV. Seja A um conjunto tal que (a) cada elemento de
A é um conjunto nao vazio, e (b) quaisquer dois elementos distintos de A séo
disjuntos. Entao, existe um conjunto C' contendo exatamente um elemento de
cada membro de A, ou seja, para cada B € A, o conjunto C'N B é um conjunto

unitario {z}, algum z.

5. Comparabilidade de cardinais. Dados conjuntos C' e D, ou C < D, ou
D =<C.

6. Lema de Zorn. Seja A um conjunto tal que para toda cadeia B C A, tem-se
UB € A. (B é chamado uma cadeia se, e so se, para todo C' e D em B, ou
C' C D,ou D C (C.) Entao, A possui um elemento M (um “elemento maximal”)

tal que M nao é um subconjunto de qualquer outro conjunto em A.

Pudemos, ali, demonstrar as seguintes implicac¢oes:

/]

Para fechar os ciclos, utilizaremos o Teorema da Boa Ordenacao (BO). Veja que na

_—

<0

5

-

demonstragao do Teorema da Boa Ordenagao, utilizamos o item (3) acima. Finalizare-
mos provando que (BO) = (6) e (5) = (BO), de modo a fecharmos as equivaléncias

todas com

A1
N

BO

)
4

5

—
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Demonstragao de (5) = BO: Seja A um conjunto qualquer. Pelo Teorema de
Hartog, existe um ordinal o que nao é dominado por A. Assumindo (5), entdo A < a,
ou seja, existe uma funcao injetora f : A — «. Agora, basta usarmos a f e a boa

ordenacao de a para bem ordenarmos A, definindo:

r,y€ A r<y<= f(x)€ f(y).

Demonstragao de BO —> (6): Seja .A um conjunto tal que para toda cadeia B C A,
tem-se UB € A. (lembrando que B é chamado uma cadeia se, e s6 se, para todo C' e
Dem B,ouCCD,ouDCC.)

Pelo Teorema da Boa Ordem, existe uma boa ordem < sobre A. Queremos encon-
trar uma cadeia C C A suficientemente grande de modo que UC seja um elemento
maximal de A. Usaremos indugao transfinita para a construgao de C. O processo de

indugao transfinita nos da uma funcao
F:A—=2

tal que, para todo A € A,

{ 1, se A inclui todo B < A para o qual F(B) =1
0, c.c.

Observagao 13. A inclui todo B < A para o qual F(B) =1 significa que
B<AeF(B)=1= BC A

Seja C = {A € A| F(A) = 1}. Assim definido, F' é exatamente a fungao caracte-
ristica de C e, para todo A € A,

AecC<= (B<AeBeC= BCA).

Afirmamos que U C é um elemento maximal de A.

Primeiro de tudo, C é uma cadeia: sejam A, B € C quaisquer. Como A é bem
ordenado, A < Bou B < A. Caso, A < B, como A,B € C, temos que A C B.
Analogamente, Caso, B < A, como A, B € C, temos que B C A. Logo, C é uma
cadeia.

Como C é uma cadeia, temos que UC € A

84



Mostremos que UC’ é um elemento maximal de A: suponha U CCDeA Como

D contém todos os elementos de C, temos que D € C, ou seja, FI(D) = 1. De fato, se
B<D e F(B)=1

entao B € C e, portanto,
Bcl|Jccp,

0 que é exatamente a condigao para F'(D) = 1. Logo, D C UC, seguindo que D =
U C. Portanto, U C é um elemento maximal de A.

7.9 Mais sobre a aritmética dos ordinais

Lema 3. Seja t uma relagao funcional normal. Entao, para todo [ > tg,

{a|ts < B}
tem um mdxrimo.

Demonstracao. Seja 3 > ty qualquer e denotemos
A={a|t, < B}

Podemos usar o Axioma da Substituigao para garantir que A é conjunto. Considere a

formula ¢(z,y) como sendo t, = x. Como ¢ é mondtona, tem-se

t é monotona

Veel+1 olx,y) ANo(r,y) =ty =ty, =2 = 41 =1
Logo, pelo Axioma da Substituigao, existe o conjunto
{ylBzep+D o yt={ylt,es+1}={ylt, <pB}

Agora, mostremos que A, o qual é conjunto, é transitivo.

A ¢é transitivo: Sejam o € v € A. Entao, t, < . Como t ¢ monétona, t, € t,,

seguindo que t, € 3. Portanto, a € A.
Como A é um conjunto de ordinais e A é transitivo, segue que A é um ordinal.
Além disso, A # 0 uma vez que 3 > ty e, portanto, 0 € A.
Provaremos, agora, que A é um ordinal sucessor. Suponhamos, por absurdo, que
A é ordinal limite. Entao, como t é continua,

th = Uta.

acA
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Como, para cada a € A, t, < 3, segue que tp < [ e, assim, A € A, uma contradigao!
Portanto, A é um ordinal sucessor, digamos, A = ~ + 1, acarretando que 7 é o
elemento méximo de A.

]

Teorema 35 (Teorema da Subtragao). Sejam «, 8 ordinais tais que o < 3. Entao,

existe um unico ordinal § tal que

a+o=p.

Demonstragao. Existéncia: Fixado a, considere a relagio funcional t, = a+v = S, (7),
a qual ja provamos ser normal. Veja que t) = a + 0 = a. Assim, dado [ > «, temos

B > to. Pelo Lema [3]
A={y|a+y<3}

possui um maximo, digamos, . Provemos que
a+0=0.
Se oo+ 0 # [ entdao oo + 6 < 8 e, portanto, (o + ) + 1 < 8. Como, por defini¢ao,
a+(+1)=(a+0)+1,

segue que 6 + 1 € A, contradizendo que 9 é o elemento maximo de A.

Portanto, o+ = .

Unicidade: 8 =a + 61 = a + & Cor‘)l:ér;o@&l = 0.
O

Observagao 14. Nas condigoes do Teorema [35, pode-se mostrar que 6 € o ordinal

isomorfo ao conjunto bem-ordenado

{vlrvep—-a}

ordenado pela relagao de pertence.

Lembre-se que todo conjunto bem ordenado é isomorfo (bijegao que preserva ordem)

a um unico ordinal, chamado o seu tipo de ordem.
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Teorema 36 (Teorema da Divisao). Sejam «,0 ordinais, § # 0. Entao existe um

unico par de ordinais 3,7 tal que
a=0-f+7, ey €.

Demonstracao. Se a < 0, a =0-0+«, com a € §. Se o > 9§, prosseguimos do seguinte
modo:
Existéncia: Considere a relagao funcional Ms(p) = 0 - p, a qual ja sabemos ser normal.

Veja que Ms(0) =6 -0 =0 < a. Logo, pelo Lema ,

{0 | Ms(p) < a}

possui um maximo. Seja f o maximo.

Assim, 0 - < a. Pelo Teorema |35] existe um tnico ordinal v tal que
0-B+v=a.
Mostremos que 7y € §. Se tivéssemos vy > 0, pelo Teorema
v=0+p,
para algum ordinal p. Segue que
a=0-B4+v = 6-F+(0+p)
= (6-8+9)+p
= 0 (B+1)+p

donde § - (8 + 1) < «, contradizendo que [ é elemento maximo com essa propriedade.

Portanto, v € 4.

Unicidade: Suponha o = 6§81+ = 0 - Bo+ 72, com 1,72 € §. Se B # (o, sem perda
de generalidade, suponhamos 1 < 2. Assim, 5; + 1 < 5, seguindo que

1€6
a=0-Bidtm S 6 Bitd=6-(Bit1)<6-Ba<b-foto=a,

donde « < «, uma contradicao! Logo, 51 = [s.
Segue que

0-Bi4+m =051+,

donde v, = 5.
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Teorema 37 (Teorema do Logaritmo). Sejam « # 0 e 8 > 1 ordinais. Entao, existem
v,0 e p unicos tal que

OZZBW'(S‘FP’

onde 0 #de fepe .

Demonstracao. Existéncia: Considere a relagao funcional Es(y) = 7. Vimos que Ej
é normal para g > 1.

Temos E5(0) = 8° =1 < . Logo,

{v1 B8 <a}

possui um elemento maximo . Como 7 # 0 (pois § > 1), pelo Teorema existem

Gnicos ¢ e p, com p € B7, tal que
o = /B’Y . 5 + p'

Resta mostrar que 6 # 0 e que § € 3. Caso § = 0, teriamos o = p, com p € 7 < a,
donde teriamos o € «, uma contradigao! Portanto, 6 # 0. Para provar que § € f3,
suponha o contrario, ou seja, que 8 < §. Entao, 37t =374 < B3 < B0+ p = a,

contradizendo que v é maximal com respeito a 87 < «a. Portanto, § € .

Unicidade: Para provar a unicidade, considere qualquer representacao a = 57 -6 + p,
onde 0 #£ 6 € B e p € 7. Primeiro, afirmamos que v deve ser exatamente o ordinal

que encontramos no passo acima, ou seja, v € o elemento méaximo de

{v]B" <al.

De fato, temos:

5’7

IN

a=p3"-8+p (poisd #0)
BT+ 5" (pois p € )
BT (0+1)

B7-B (pois § € )

— g

A\

IA
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Assim, 37 < a € B! Essas desigualdades determinam ~ unicamente: ele deve ser o
maior ordinal para o qual 57 < «.
Uma vez que 7 é unicamente determinado, o Teorema da Divisao nos garante a

unicidade de § e de p. m

Corolario 13 (Forma normal de Cantor). Para todo ordinal o, existem nimeros na-

turais ny, . ..,ng e ordinais vy, ...,V (k € w) tal que

e €EVE-1 € E€EMN

a=w" -ng 4+ wtny.
Ademais, essa representacao € unica.

Demonstracao. Se a € w, entao o = n; € w e, assim, escrevemos

a=w'"n.

Suponha a > w. Entao a # 0. Assim, podemos aplicar o Teorema existem tnicos

7,01, p1 tal que
a=w"d;+p1, 0#0; Ewep €wl.

Como 6; € w, digamos d; = ny € w. Escrevemos entao
a=w"-ng+ p;.
Se p1 € w, entao p; = ng € W € escrevemos
a=w" n; 4+’ ns.
Se p1 > w, pelos mesmos argumentos acima,
p1:w72~52+p2, 527&06,02 € wr

e, entao,

a=w" ny+w?- ng+ po.

Temos que mostrar que v, € 7;: temos ps € W € p; € W, donde W’ € W™ o que,

por sua vez, implica em 7y € 7.
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Continuando dessa maneira, obtemos uma cadeia descendente de ordinais pq, po, . . .,
a qual nao pode ser infinita (podemos provar por indugao transfinita em «), ou seja,

pr = 0 para algum k (finito). Desse modo, « fica representado por
a=wm-ng 4wk ny,

onde ny,...,n, sao nimeros naturais nao nulos e v € Y1 € - -+ € V1.

7.10 Alephs

Seja A uma classe qualquer de ordinais. A pode ser ou nao um conjunto. Se A for
limitada, ou seja se existir um ordinal 3 tal que a < 8 para todo a € A, entao A C f+1
e, consequentemente, A é um conjunto. Reciprocamente, se A for ilimitado entao U A
é a classe de todos os ordinais: dado f um ordinal qualquer, como A é ilimitado, existe
a € Atal que f € a e, assim, 5 € UA. Pelo Teorema de Burali-Forti, nao tem como
A ser conjunto. Concluimos, assim, que uma classe A de ordinais ¢ um conjunto se, e
somente se, A é limitada.

Vamos nos concentrar agora na seguinte classe de ordinais, a qual ¢ ilimitada: a
classe dos nimeros cardinais infinitos. O Teorema de Hartog nos garante que essa
classe é ilimitada: se § é um ordinal qualquer, existe a o menor ordinal que nao é
dominado por . O ordinal o é o menor cardinal maior do que o ordinal .

A classe dos cardinais infinitos, como qualquer outra classe de ordinais, herda a
boa ordem dos ordinais dada pela relacao de pertence. Gostariamos de “enumerar”
seus elementos em ordem ascendente. Existe o menor cardinal infinito, o qual é sempre
denotado por Ry. E existe o proximo (o menor cardinal infinito maior do que Ny), o
qual denotamos por N;. E assim por diante.

Vamos agora dar significado para esse “e assim por diante”.

Suponha que temos definido os cardinais Ng para todo 8 € «. Naturalmente,

definimos
N, = o menor cardinal infinito diferente de N para todo 8 € «.

Tal cardinal existe pois {XNz | 8 € a} é um conjunto (usa o Axioma da Substituicao).
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Teorema 38. a) Se a € 5 entdao X, < Rg.
b) Todo cardinal infinito € da forma R, para algum o.

Demonstracao. a) Pela definicdo de N, e Ng, tanto N, quanto Ng s@o ordinais néo
dominados por X, para todo v € a. Como X, é o menor tal ordinal, R, < RNgz. Agora,

da definicao de Ng, como a € 3, Ng nao ¢ dominado por R,. Portanto, N, < Ng.

b) Usaremos inducdo transfinita sobre a classe dos cardinais infinitos (que ¢ uma
sub-classe da classe dos ordinais). Suponha, como hipdtese indutiva, que xk é um car-
dinal infinito para o qual todo cardinal infinito menor do que x esta na imagem dessa
“operacao aleph”, ou seja, ¢ do tipo Ng. Considere o conjunto de ordinais correspon-

dente,
{6 | Ng < Kk}

Esse é de fato um conjunto (Axioma da Substituigdo). Mostremos que esse conjunto é
transitivo: sejam 3,7 ordinais tais que v € § e Rg < k. Pelo item a), N, < Ng. Segue
que X, < k. Segue entao que
{8 Vs < r}

¢ um ordinal, digamos a. Por definigao, X, ¢ o menor cardinal infinito diferente de Ng,
para todo 3 € a, ou seja, para todo 3 tal que Rg < k. Pela hipotese de inducao, R, é
o menor cardinal infinito que é diferente de todo cardinal infinito menor do que &, ou
seja, N, = K.

O

Observagao 15. Hipdtese do continuo: N; = 2% = |P(N)| = |R| = c.

Hipétese do continuo generalizada: N, = 2%,

Essas hipoteses sao indecidiveis em ZFC.
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